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1 Einführung
Die Umwandlung von gewonnenen Rohstoffen in das gewünschte Produkt erfolgt in
mehreren Schritten in einer Aufbereitungsanlage, welche dementsprechend konzipiert
und ausgelegt werden muss. Die Aufbereitungsanlage für die Zementherstellung be-
steht im Wesentlichen aus der Rohstoffaufbereitung, der Zementklinkerherstellung und
letztendlich der eigentlichen Zementherstellung in einer Mahlanlage (Abb. 1.1).
Abb. 1.1: Prinzipielle Darstellung der Stoffwandlung bei der Zementherstellung [1] (einzelne
Spalten enthalten die Produkte der drei wesentlichen Zwischenschritte bei der Zementherstel-
lung).
Der Zement wird wegen seiner hervorragenden Bindungsfähigkeit beim Straßenbau,
sowie im Tief- und Hochbau im Mörtel und Beton angewendet. Die vielen Anwen-
dungsbereiche und die in den letzten Jahren steigenden Renovierungs- und Baumaß-
nahmen bedeuten eine ständig wachsende Nachfrage an Zement. Die Bundesrepublik
Deutschland trägt mit ca. 2% (ca. 35 Mio.t) zur Weltproduktion bei. Der gesamte Auf-
bereitungsprozess, welcher heutzutage ca. 105 kWh elektrische Energie für eine Tonne
Zement verbraucht, wird bei den steigenden Energiekosten immer teurer. Einzelne Auf-
bereitungsschritte wurden in den letzten Jahrzehnten so optimiert, dass sich ihr Betrieb
dem energetischen Minimum nähert. Es ist bekannt, dass von der gesamten dem Auf-
bereitungsprozess zugeführten Energie ca. 40% für die Mahlung in einer Sturzmühle
verbraucht wird und davon lediglich bis zu 9% im zerkleinerungstechnischen Prozess
ausgenutzt wird [61, 40].
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Seit dem Ende des 19. Jahrhunderts wurden zur Auslegung von Rohrmühlen bzw.
zur Einstellung ihrer optimalen Arbeitsweise mehrere analytische und experimentel-
le Betrachtungen durchgeführt. Erst in der zweiten Hälfte des 20. Jahrhunderts er-
möglichten die computergestützten Berechnungsmethoden (FEM, DEM, Populations-
bilanzen usw.) eine weitere qualitative Untersuchungsart, welche heutzutage einige der
kostspieligen Experimente fast ersetzt haben. Die genauen Kenntnisse über die in der
Rohrmühle auftretenden Bewegungsvorgänge und die Beanspruchungsintensitäten sind
Grundsteine der weiteren Optimierung und Entwicklung, welche zur Minimierung des
Energieverbrauches beitragen.
Die gegenwärtigen Kenntnisse über die Bewegungs- und Beanspruchungsvorgänge in
einer Rohrmühle stützen sich hauptsächlich auf experimentelle Untersuchungen, z.B.
[31, 45, 84, 81]. Obwohl man heutzutage qualitative Aussagen über die während des
Betriebes auftretenden Bewegungs- und Beanspruchungsvorgänge mit numerischen Si-
mulationen, mit der Methode der diskreten Elemente (DEM), gewinnen kann, wurde
diese Methode zur genauen Bestimmung von Geschwindigkeits- und Beanspruchungs-
profilen bisher sehr spärlich eingesetzt. Die bisherigen in der Literatur beschriebenen
Einsätze dieser Methode beschränken sich auf die Variation von verschiedenen Stoß-
parametern oder die Variation von einigen betrieblichen und konstruktiven Größen
hinsichtlich der Abschätzung der Leistungsaufnahme. Das Problem dabei ist, dass die
Wahl der Stoßparameter nicht physikalisch begründet ist und die geometrische Abbil-
dung der Mühlenauskleidungen nur den einfachsten Profilen entspricht.
Im Rahmen dieser Arbeit sollen zunächst reale physikalische Stoßparameter ermittelt
werden, welche dann mit geeigneten Strukturen in den DEM-Algorithmus implemen-
tiert werden. Am Beispiel eines elementaren Stoßes soll dabei die Korrektheit der Stoß-
parameter und ihrer Auswahl validiert werden. Im Weiteren werden hinsichtlich der
Bestimmung der Leistungsaufnahme numerische Simulationen einer Rohrmühle durch-
geführt. Die Ergebnisse werden mit den an einer realen Rohrmühle gemessenen Werten
verglichen. Zuletzt sind DEM-Simulationen einer Rohrmühle mit den experimentell
gewonnenen Stoßparametern durchzuführen, bei denen die im Betrieb auftretenden
Beanspruchungsprofile detailliert untersucht werden.
2 Wissenschaftlich-technischer Stand zur
Untersuchung von Sturzmühlen
In den nachfolgenden Abschnitten dieses Kapitels soll der gegenwärtige wissenschaftlich-
technische Stand, hauptsächlich zur Untersuchung des Arbeitsvorganges der Sturzmüh-
len, dargestellt werden.
2.1 Systematische Einordnung und Einteilung der
Sturzmühlen
In vielen Industriezweigen wird ein Prozess angestrebt, bei dem unter einer Energie-
zufuhr eine zielorientierte Stoffwandlung erfolgt. Die chemische, keramische sowie Ze-
mentindustrie sind typische Anwendungsgebiete, wo man unter der Stoffwandlung die
Zerkleinerung eines mittelharten bis harten Feststoffes vorgegebener Ausgangsgröße auf
eine vordefinierte Produktgröße versteht. Die am häufigsten dafür eingesetzten Maschi-
nen können unter einem systematischen Oberbegriff als Sturzmühlen bezeichnet werden
[40].
Sturzmühlen sind Mühlen, bei denen ein horizontal gelagerter, sich um die Längsachse
drehender und durch Verschleißelemente ausgekleideter Mühlenzylinder den Arbeits-
raum, auch als Mahlraum bezeichnet, darstellt. Dabei unterscheidet man nach einem
besonderen konstruktiven Merkmal, dem Länge-Durchmesser-Verhältnis λ = L/D,
zwei Baugruppen:
• Trommelmühlen λ < 2,
• Rohrmühlen λ > 2.
Im Innenraum der Mühlen befinden sich Mahlkörper, welche nur ein bestimmtes In-
nenvolumen einnehmen und im Betrieb die vom Mühlenzylinder übertragene Ener-
gie an das sich in den Mahlkörperzwischenräumen befindliche Mahlgut in Form von
Stoß-, Druck- und Scherbeanspruchung weiter leiten. Neben weiteren konstruktiven
sowie prozesstechnischen Besonderheiten unterscheidet man zwischen mehreren Son-
derbauformen, wie Kugelmühlen, Stabmühlen, Autogenmühlen, Semiautogenmühlen,
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Ein- oder Mehrkammermühlen, Mühlen für kontinuierliche oder diskontinuierliche Naß-
sowie Trockenmahlung, usw. [61, 93, 40].
2.2 Kugelmühlen in der Zementindustrie
Die Rohmaterialgewinnung, die Rohmehl- und die Zementklinkerherstellung sowie die
Zementklinkermahlung sind die grundlegenden prozesstechnischen Schritte der Zement-
herstellung. Hinter jedem Aufbereitungsschritt stehen komplizierte, leistungsstarke Ma-
schinen. Kernstück der Zementherstellung ist jedoch eine hinsichtlich ihres Aufbaus
relativ einfache Rohrmühle, die Kugelmühle.
Abb. 2.1: Aktuelle typische Konstruktion einer Zweikammer-Rohrmühle [67].
Seit der ersten Patentanmeldung einer Kugelmühle mit zentraler Materialzuführung
(im Jahr 1891 [89, 88]) existiert eine bis heute ununterbrochene Reihe an analytischen,
experimentellen und letztendlich auch numerischen Untersuchungen. Ausgehend von
den theoretischen Betrachtungen zur Auslegung der Mühlen sind mit immer steigenden
Mühlenabmessungen erhöhte Verschleiß- und Festigkeitsprobleme aufgetreten. Auch die
steigenden Anforderungen an den Zement bedingten eine qualitative Verbesserung der
chemischen bzw. der granulometrischen Eigenschaften. Obwohl viele Probleme auf ex-
perimenteller und seit den 50er Jahren des 20. Jahrhunderts auch numerischer Weise
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untersucht wurden, ist das genaue Zusammenspiel der tatsächlich wirkenden zerkleine-
rungstechnischen Einflussparameter bis heute nicht vollständig gelöst.
Wie bereits der Begriff „Kugelmühle“ verrät, werden die Mahlräume der in der Ze-
mentindustrie eingesetzten Rohrmühlen mit kugelförmigen Mahlkörpern gefüllt. Dabei
können lange Mühlenzylinder (λ ≈ 3 − 4) durch besondere Zwischenwände in mehre-
re Mahlräume eingeteilt werden (Abb. 2.1). Der Zerkleinerungsprozess beginnt direkt
hinter dem Einlauf, wo das Aufgabematerial (Zementklinker) kontinuierlich aufgegeben
wird, in einer so genannten Grobzerkleinerungskammer. Auf die gewünschte Feinheit
wird allerdings erst in einer weiteren Kammer, der so genannten Feinzerkleinerungs-
kammer, zerkleinert. Das fein zerkleinerte Material wird schließlich am Austrag, durch
Luft in Luftstrommühlen oder durch Schwerkraft in Austragmühlen, aus dem Mahl-
raum hinausgetragen. Solche Mühlen werden in offenen, meist jedoch in geschlossenen
Mahlkreisläufen betrieben.
Systemelemente
Stoff
WerkstoffKonstruktionBetrieb Stoff/Energie/Maschine
Merkmale
X1,j | Y1,k X2,j Y2,k
Yl,k = f(Xi,j)
Kugelmühle System
Eingang Ausgang
 - Kornform-
    verteilung
 - Korngrößen-
    verteilung
 - Chemismus
 - Festigkeit
 - mineralo-
   gische Zusam-
   mensetzung
 - Dispersität
 - Fließverhalten
 - Wasserauf-
    nahme
 - Dichte
 - Feinheit
 - Mühlendreh-
   zahl
 - Mahlkörper-
   füllungsgrad
 - Mahlgutfül-
   lungsgrad
 - Mühlendurch-
    messer
 - Mühlenlänge
 - Anzahl der
    Kammer
 - Panzerungs-
    form
 - Mahlkörper-
    form
 - Gattierung
 - Art
 - spez. Leistungsaufnahme
 - spez. Verschleiß
 - Durchsatz
 - Beanspruchungsart
 - Wirkungsgrad
Stoffbezogene
 Einflussgrößen / Zielgrößenkk
Systembezogene
Zielgrößen
Maschinenbezogene
Einflussgrößen
Abb. 2.2: Systembetrachtung des Prozesses der Feinmahlung in der Zementindustrie.
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Die Feinmahlung in der Kugelmühle stellt ein kompliziertes System dar, welches von
einer Vielzahl von Parametern beeinflusst wird. Ein Qualitätsprodukt, welches die spe-
zifischen Anforderungen der standardisierten Normen erfüllt, kann nur im genauen Zu-
sammenspiel der Systemelemente (Abb. 2.2) erzeugt werden. Zum besseren Verständ-
nis des Arbeitsvorganges einer Kugelmühle müssen die maschinentechnischen, die das
Aufgabematerial charakterisierenden Stoffparameter und ihr Einfluss auf die System-
kenngrößen, wie spez. Leistungsaufnahme, Beanspruchungsart usw., näher untersucht
werden.
2.3 Konstruktive Parameter der Kugelmühle
Für eine optimal geplante Anlage ist es notwendig, die Kenntnisse des neuesten Stan-
des der Materialwissenschaft und der Konstruktionsentwicklung, sowie die Kenntnis
über die ablaufenden zerkleinerungstechnischen Prozesse, zu wissen. Obwohl die Grup-
pe der konstruktiven Parameter viel umfangreicher als die Aufzählung in Abb. 2.2
ist, werden an dieser Stelle die drei wichtigsten Parameter vorgestellt, welche die Müh-
lengröße (Mühlenzylinder), den Verschleißschutz (Panzerungen) und die Arbeitsorgane
(Mahlkugeln) repräsentieren.
2.3.1 Mühlenzylinder
Auf den Mühlenzylinder wird mittels eines Zahnkranz-Ritzel-, oder eines Ringmotoran-
triebs rotatorische Energie übertragen, welche für die Umwälzung der sich im Mahlraum
befindlichen Mahlkörper und somit für die Erzeugung eines gewünschten Bewegungs-
profiles notwendig ist.
Der Bau eines Mühlenzylinders ist aufgrund der äußeren Abmessungen eine hohe tech-
nische Herausforderung. Im Laufe des letzten Jahrhunderts sind die Abmessungen des
Mühlendurchmessers von 1 auf 7 m und der Mühlenlänge von 1 auf bis zu 17 m an-
gewachsen. Der maximale Mühlendurchmesser korreliert mit dem von Nakajima vor-
ausgesetzten, wirtschaftlichsten Mühlendurchmesser, der im Bereich zwischen 4− 6 m
liegt [64]. Für den Betrieb eines Mühlenzylinders mit einem Durchmesser von 6 m und
einer Mühlenlänge von 17 m sind heutzutage Antriebe mit einer Leistung von bis zu 9
MW notwendig [79, 73].
Der Mühlenzylinder muss neben den durch die Eigenmasse, die Mahlkörper- und die
Mahlgutmasse sowie die Panzerungsmasse hervorgerufenen Spannungen auch den aus
den örtlichen Stoßereignissen resultierenden Spannungserhöhungen standhalten. Die
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Voraussetzung für eine korrekte Mühlenauslegung (mit FEM) ist die Kenntnis der
Mühlenwandbelastung in radialer und axialer Richtung. Diese können mit anderen nu-
merischen Verfahren, z.B. der Methode der diskreten Elemente (Kapitel 4), abgeschätzt
und in die FEM-Berechnung eingesetzt werden [49].
2.3.2 Panzerungen
Obwohl der Mühlenzylinder den aus den örtlichen Stoßereignissen resultierenden Span-
nungserhöhungen standhält, ist er nicht in der Lage, einen ausreichenden Verschleiß-
schutz zu leisten. Der innere Mahlraum wird durch so genannte Mühlenpanzerungen
ausgekleidet, deren Materialeigenschaften zu maximalen Standzeiten beitragen. Die
Panzerungen werden aus verschleißfesten Materialien, wie Chrom-, Molybden-, Nickel-
stähle, Hartguss, aber auch Keramik, Gummi, usw. hergestellt [49].
Neben der Verschleißfunktion trägt die Form der Panzerungen zur besseren Energie-
übertragung bei, verhindert einen Schlupf der Mahlkörper an der Mühlenwand und
beeinflusst somit die Wirtschaftlichkeit der Mühle. In Abb. 2.3(a) bis (d) sind re-
levante Panzerungsformen mit der Profilierung in radialer Richtung der Mühlenquer-
schnittebene dargestellt, welche hauptsächlich in den Grobzerkleinerungskammern der
Kugelmühlen zum Anheben der Mahlkörper eingesetzt werden. Eine besondere An-
forderung an die Panzerungen geht aus der Tatsache hervor, dass die Mahlkugelgröße
dem Zementklinkerkorn auch während der fortschreitenden Zerkleinerung (entlang der
Längsachse der Mühle) angepasst werden muss. Aus diesem Grund sind vorwiegend
in den Feinzerkleinerungskammern der Kugelmühlen so genannte Klassierpanzerungen
angebracht, welche eine Profilierung in axialer Richtung besitzen.
(a) (b) (c)
(d)
Abb. 2.3: Meist eingesetzte Mühlenpanzerungen: (a) Trapezform, (b) Wellenform, (c) Stu-
fenform, (d) Rillenform.
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2.3.3 Mahlkörper
Wegen der günstigen Zerkleinerungsbedingungen und positiven Beeinflussung des Mahl-
guttransportes haben sich in der Zementindustrie vor allem die kugelförmigen und zy-
lindrischen Mahlkörper (Cylpebs) aus verschleißfesten Materialien (Chromstahl, Hart-
guss usw.) durchgesetzt [43].
In den meistverwendeten Kugelmühlen existiert eine polydisperse Verteilung der Mahl-
kugelgröße (als Gattierung bezeichnet), deren Einfluss auf die Systemkenngrößen bzw.
die Zementeigenschaften häufig ein Ziel der experimentellen Untersuchungen war. Eine
wichtige Erkenntnis ist, dass die Wirtschaftlichkeit der Mühle ansteigt, wenn der größte
Mahlkörperdurchmesser dem größten Zementklinkerkorn entsprechend angepasst wird.
Dabei existieren mehrere halbempirische Beziehungen, welche den Mahlkörperdurch-
messer und die Feinheit des Zementklinkers bzw. dessen Mahlbarkeit in Relation set-
zen [106, 12, 11]. Des Weiteren wurde auch festgestellt, dass für die Vermahlung von
gröberen Zementklinkerkörnern eine polydisperse Gattierung der Mahlkörper vorteil-
hafter ist, im Gegensatz zu der Vermahlung der feinen Zementklinkerkörnern, wo eine
monodisperse Gattierung günstigere Zerkleinerungsergebnisse liefert und gleichzeitig
kleinere Leistungsaufnahmen fordert [99].
Abb. 2.4: Beispiel der in einer Kugelmühle verschlissenen Mahlkugeln.
2.4 Betriebliche Parameter der Kugelmühle
Die meisten Kugelmühlen werden durch spezielle Messtechnik überwacht, so dass man
im laufenden Betrieb einige Parameter je nach Bedarf ändern kann. Eine typische regu-
lierbare Größe stellt der Mahlgutfüllungsgrad und in seltenen Fällen auch die Drehzahl
dar. Obwohl der Mahlkörperfüllungsgrad nicht als steuerbare Größe gilt, wird dieser
im Weiteren in die Gruppe der betrieblichen Parameter einbezogen.
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2.4.1 Mahlkörper-, Mahlgutfüllungsgrad
Im stationären Fall nehmen die Mahlkörper am Boden des Mahlraumes ein bestimmtes
inneres Volumen ein (siehe auch Abb. 2.5), so dass eine charakteristische Mahlkörper-
packung mit der Porosität κMK entsteht. Wird die Summe der zwischen den Mahlkör-
pern entstehenden Lückenvolumen VL auf das reale von dieser Packung eingenommene
Volumen (das Mahlkörperschüttvolumen VMKS) bezogen, erhält man:
κMK =
VL
VMKS
=
VL
VMK + VL
=
VMKS − VMK
VMKS
. (2.1)
Dabei bezeichnet VMK die Summe der Mahlkörpervolumen. Eine wichtige dimensions-
lose Kennzahl, den Mahlkörperfüllungsgrad φMK , erhält man, wenn das Mahlkörper-
schüttvolumen VMKS aus (2.1) auf das gesamte Mahlraumvolumen V bezogen wird:
φMK =
VMKS
V
=
VMK
(1− κMK)V . (2.2)
Das zu zerkleinernde Mahlgut füllt die Mahlkörperlückenvolumen mit der Porosität
κMG. Das Verhältnis des Mahlgutschüttvolumens VMGS zu dem Mahlkörperlückenvo-
lumen VL wird als Mahlgutfüllungsgrad φMG bezeichnet:
φMG =
VMGS
VL
=
VMG
(1− κMG)VL . (2.3)
Dabei bezeichnet VMG die Summe der Mahlgutvolumen. Die Mahlkörperpackung lo-
ckert sich im Betrieb mäßig auf, so dass der anfängliche Mühlenfüllungsgrad um 1-
2% ansteigt. Im stationären Fall kann nach dem Betrieb beobachtet werden, dass die
größeren Aufgabekörner in der Grobzerkleinerungskammer eine höhere Auflockerung
verursachen im Vergleich zu der Feinzerkleinerungskammer ([85], Abb. 2.5).
Abb. 2.5: Darstellung der Mühlenfüllung im Mühlenquerschnitt: in der Mitte - Mahlkörper-
füllung ohne Mahlgut, links - Grobzerkleinerungskammer mit dem Mahlgut, rechts - Feinzer-
kleinerungskammer mit dem Mahlgut (das durch das Mahlgut gefüllte Lückenvolumen ist in
der Vergrößerung eines Flächensegments ganz rechts dargestellt).
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2.4.2 Mühlendrehzahl
Der im Betrieb um seine horizontale Längsachse rotierende Mühlenzylinder stellt eine
Kupplung für die Energieübertragung vom Antrieb an die Mahlkörper dar. Die Be-
triebsdrehzahl n hängt allerdings primär vom Mühlendurchmesser ab, so dass für einen
direkten quantitativen Vergleich der Systemkenngrößen bei mehreren Mühlen eine di-
mensionslose Kennzahl, die relative Drehzahl ψ, definiert wird:
ψ =
n
nkr.
. (2.4)
Dabei bezeichnet nkr. eine kritische Drehzahl. Obwohl die Mahlkörperbewegung detail-
lierter im Abschnitt 2.5.2 beschrieben wird, werden an dieser Stelle für die Ableitung
der kritischen Drehzahl erste kinematische Überlegungen über die Mahlkörperbewe-
gung erwähnt. Die Zentrifugalkraft drückt die ohne Schlupf gehobenen Mahlkörper an
die Innenwände. Falls die Betriebsdrehzahl gerade so hoch eingestellt wird, dass sich
ein Mahlkörper der Masse m auch im höchsten Punkt des Mahlraumes nicht mehr von
der Innenwand ablöst, ist die Zentrifugalkraft gleich der Schwerkraft:
m
D
2
ω2M = mg. (2.5)
Dabei bezeichnet g die Fallbeschleunigung, D den Mühlendurchmesser und ωM die
Winkelgeschwindigkeit des Mühlenzylinders. Mit ωM = 2pin erhält man die so genannte
theoretische kritische Drehzahl:
nkr. =
1
2pi
√
2g
D
[s−1] oder, (2.6)
nkr. ≈ 42, 4√
D
[min−1], (2.7)
mit folgenden Vereinfachungen:
• der Mahlkörperdurchmesser ist im Vergleich zum Mühlendurchmesser D vernach-
lässigbar,
• die äußeren Mahlkörper bewegen sich mit der gleichen Geschwindigkeit wie die
Mühlenwand.
Die Mahlkörper können allerdings an den Innenwänden gleiten. Ihre Geschwindigkei-
ten werden demzufolge gegenüber den Innenwänden kleiner, so dass die reale kritische
Drehzahl höher als die theoretische sein wird.
Die Beziehung (2.6) bedeutet, dass die kritische Drehzahl nur vom Mühlendurchmesser
abhängt. Obwohl in [82] auch der Mahlkörperdurchmesser in die Berechnung einbezo-
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gen und in [116] auf Grund der experimentellen Beobachtungen und numerischen Lö-
sung darauf hingewiesen wurde, dass die kritische Drehzahl eine nicht lineare Funktion
des Füllungsgrades darstellt, ist die Beziehung (2.6) die in der Praxis meist benutzte
Definition der kritischen Drehzahl.
2.5 Einfluss der konstruktiven und betrieblichen
Parameter auf die Systemkenngrößen
Die Systemkenngrößen, wie spez. Leistungsaufnahme, Verschleiß, Beanspruchungsart,
Wirkungsgrad usw., werden im Betrieb sowohl von den konstruktiven als auch von den
betrieblichen Maschinenparametern beeinflusst. Eine bestmögliche Wirkungsweise und
Wirtschaftlichkeit der Kugelmühle wird dann erzielt, wenn ein Optimum der Einfluss-
größen, welche sich teilweise auch gegenseitig beeinflussen, gefunden wird.
Die ersten experimentellen und analytischen Betrachtungen hat Fischer an einer durch
Gitter abgeschlossenen Labormühle durchgeführt [30]. Bereits in dieser Arbeit wurden
zwei wichtige System- bzw. Zielgrößen untersucht, welche ein Maß der Wirtschaftlich-
keit (die Leistungsaufnahme) und ein Maß der Wirkungsweise (die Bewegungsvorgänge)
darstellen.
2.5.1 Leistungsaufnahme
Anhand der von Fischer [30], Dreyer [24, 25] und letztendlich von Blanc [10] durch-
geführten experimentell-analytischen Betrachtungen war es möglich, eine erste brauch-
bare Beziehung zur Abschätzung der Leistungsaufnahme P abzuleiten, welche jedoch
nur für die mit einer relativen Drehzahl ψ = 0, 76 betriebenen Mühlen galt:
P = 0, 736 M¯
√
D c0, (2.8)
mit:
M¯ =
pi
4
D2 L ρS φMK . (2.9)
Dabei bezeichnet L die Mahlbahnlänge, D den lichten Mühlendurchmesser, M¯ die ge-
samte Kugelmasse, ρS die Mahlkörperschüttdichte, φMK den Mahlkörperfüllungsgrad.
Der lichte Mühlendurchmesser ist nach [7] gleich der um zwei mittlere Panzerungsstär-
ken verkleinerten lichten Rohrweite. Der in der Beziehung (2.8) eingeführte Vorfaktor
c0 wurde in Abhängigkeit vom Mahlkörperfüllungsgrad experimentell ermittelt [10] und
im Anschluss auch näherungsweise analytisch berechnet [4]. In [61, 104] ist eine für alle
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Abb. 2.6: Vorfaktor c für die Berechnung der Leistungsaufnahme nach der Beziehung (2.10).
Betriebsdrehzahlen modifizierte Beziehung eingeführt:
P = M¯ D c n. (2.10)
Dabei ist die Betriebsdrehzahl n in [1/s] einzusetzen und für den Vorfaktor c gilt die
Umrechnung c = c0/43, 5 (siehe Abb. 2.6). Die Leistungsaufnahme als eine vom Müh-
lendurchmesser abhängige Systemkenngröße kann aus den Beziehungen (2.10), (2.4)
und (2.6) rechnerisch ermittelt werden:
P =
pi
4
√
2g ρS φMK ψ λ D
7
2 c. (2.11)
Wenn die in der Beziehung (2.11) eingeführten Einflussparameter ρS, φMK , ψ, c kon-
stant werden, lässt sich eine spezifische, auf die Mühlenlänge bezogene Leistungsauf-
nahme in Abhängigkeit vom Mühlendurchmesser ableiten (2.12). Ein Vergleich der Be-
ziehung (2.12) mit den tatsächlichen Leistungsangaben (siehe Abb. 2.7) zeigt klare,
übereinstimmende Tendenzen.
PL,i+1 = PL,i
(
Di+1
Di
) 5
2
für Di < Di+1 (2.12)
mit:
PL =
P
L
(2.13)
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Abb. 2.7: Spezifische Leistungsaufnahme PL als Funktion des Mühlendurchmessers (2.12) in
Gegenüberstellung mit Betriebswerten von [107, 47, 29, 73, 74].
Eine weitere, in der Praxis häufig verwendete Darstellung der Leistungsaufnahme wird
erzielt, wenn die aufgenommene elektrische Leistung PM auf den Fertiggutmassenstrom
bezogen wird. Wie aus Abb. 2.8 zu ersehen ist, muss in der Praxis für die Einstellung
der Einflussparameter ein Kompromiss zwischen der minimalen Leistungsaufnahme und
dem maximalen Fertiggutmassenstrom m˙F eingegangen werden. Die meisten Kugel-
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Abb. 2.8: Experimentell ermittelte Leistungsaufnahme PM und der Fertiggutmassenstrom
m˙F in Abhängigkeit von: (a) der relativen Drehzahl (φMK = konst.) [43] und (b) dem Mahl-
körperfüllungsgrad (ψ = konst., bei einer Zementfeinheit von 3.180cm2/g)[47].
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mühlen (im Trockenbetrieb) werden ausschließlich mit relativen Drehzahlen im Bereich
von ψ = 60−90% (oft ψ = 75%) betrieben, mit leicht höherem Mahlkörperfüllungsgrad
in der Grobzerkleinerungskammer φMK = 28− 32% als in der Feinzerkleinerungskam-
mer φMK = 15− 20% [78].
Neben der analytischen und experimentellen Vorgehensweise zur Abschätzung der Leis-
tungsaufnahme ist es neuerdings möglich, mittels numerischen Methoden (Kapitel 4)
quantitative Untersuchungen durchzuführen. Obwohl diese Berechnungen das Mahlgut
meistens nicht direkt berücksichtigen, stimmt die errechnete Leistungsaufnahme nach
einer Modellkalibrierung mit den experimentell gemessenen Werten überein [23, 65,
58, 102]. Dank dieses Berechnungsverfahrens sind gezielte Untersuchungen der auf die
Leistungsaufnahme wirkenden konstruktiven und betrieblichen Maschinenparameter
möglich (z.B. Mühlendurchmesser [23, 56], Panzerungsform [23, 18, 56], Mahlkörper-
form [17, 18], Füllungsgrad [17, 23], Drehzahl [17, 65, 18], usw.).
2.5.2 Mahlkörper-, Mahlgutbewegung
Unter Betriebsbedingungen bewegt sich das Mahlgut ständig entlang der Mühlen-
längsachse vom Einlauf bis zum Austrag [98]. In radialer Ebene (Mühlenquerschnitts-
ebene) entstehen in der Mühlenfüllung stochastische, dynamische Wechselwirkungen,
welche zur charakteristischen gemeinsamen Bewegung der Mahlkörper und des Mahl-
gutes führen. Je nach der Betriebsdrehzahl unterscheidet man drei Bewegungszustände,
die allerdings im Betrieb oft kombiniert auftreten.
Bei einer relativen Drehzahl bis 70% wird sich ein relativ ruhiger Bewegungszustand
einstellen, bei dem die gehobenen Mahlkörper und das Mahlgut auf den darunterlie-
genen Schichten abrollen oder abgleiten. Dieser Zustand, graphisch in Abb. 2.9(a)
dargestellt, wird als Kaskadenbewegung bezeichnet. Eine steigende relative Drehzahl,
welche aber die kritische Drehzahl nicht überschreitet, verursacht, dass sich die Mahl-
kugeln bzw. das Mahlgut an einem bestimmten Punkt der Panzerung ablösen und
abgeworfen werden. Dabei können die durch den Mahlraum fliegenden Mahlkugeln auf
Mahlkugeln im Bereich der Schleppe prallen, oder im ungünstigen Fall prallen sie ge-
gen die Panzerung. Dieser Bewegungszustand bezeichnet man als Kataraktbewegung
(Abb. 2.9(b) und (c)). Im überkritischen Fall lösen sich die Mahlkugeln und das
Mahlgut nicht mehr von den Panzerung ab. Sie nehmen eine stabile Lage mit kleinen
gegenseitigen relativen Geschwindigkeiten ein und zentrifugieren (Abb. 2.9(d)).
Die Tatsache, dass sich die Mahlkörper und das Mahlgut auf gleichen kreisförmigen
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(a) (b)
(c) (d)
Abb. 2.9: Bewegungszustände der Mahlkörperfüllung: (a) Kaskadenbewegung, (b) Katarakt-
bewegung mit Aufschlag auf die Schleppe und gekennzeichneter Wurfparabel, (c) Kataraktbe-
wegung mit Aufschlag auf die Panzerung und gekennzeichneter Wurfparabel, (d) Zentrifugal-
bewegung. Einführung einiger Grundbegriffe: 1 - Schwerpunkt der Schüttung, 2 - Ablösepunkt,
3 - Auftreffpunkt, 4 - Ruhelage der Vertikalbewegung, 5 - Ruhelage der Horizontalbewegung,
6 - Rotationspunkt der Schüttung.
Bahnen bewegen, wurde bereits aus den ersten photographischen Aufnahmen bekannt
[30, 60]. Anhand der visuellen Beobachtungen wurden viele analytische Theorien über
die Bewegung der einzelnen Mahlkörper abgeleitet. In allen analytischen Berechnun-
gen wird davon ausgegangen, dass kein Schlupf zwischen den äußeren Mahlkörpern und
den Panzerungen entsteht. Die Mahlkörper werden in Folge der gegenseitigen Wech-
selwirkungen bis zum bestimmten Punkt getragen, wo sich die Mahlkörper von den
Panzerungen ablösen. Ab diesem Ablösepunkt hat Fischer die Mahlkörperbewegung
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als schiefen Wurf mit einer Trajektorie der Wurfparabel beschrieben. Weiterhin wurde
von Steiger und später von Eck angenommen, dass sich die Mahlkörper im aufsteigen-
dem Ast der Wurfparabel gegenseitig beeinflussen [101, 26]. In [51, 50] wurde anhand
experimenteller Untersuchungen eine Korrektur vorgeschlagen, welche einen möglichen
Schlupf der Mühlenfüllung an den Panzerungen berücksichtigt. Die Form der Panze-
rungen bzw. der einfachen Hubleisten und ihre Auswirkung auf den Abwurf wurde
später in die analytische Berechnung einbezogen [68]. Neuerdings kann ein Vergleich
der analytischen Berechnungen mit den an einer Labormühle durchgeführten experi-
mentellen Untersuchungen in [15] gefunden werden.
Lange waren die visuellen Beobachtungen und vereinfachte analytische Berechnungen
aufgrund messtechnisch schwieriger Betriebsbedingungen die einzige Möglichkeit zur
Beschreibung der Mahlkörper- und der Mahlgutbewegung. Neben der bereits erwähn-
ten Methode der diskreten Elementen (siehe auch Kapitel 4), welche sich bereits in
der Praxis etabliert hat, wurden auch so genannte ereignisgesteuerte Algorithmen [76]
zur Untersuchung der Bewegungs- bzw. Beanspruchungsvorgängen der Mühlenfüllung
eingesetzt.
Aus den numerischen Untersuchungen der Kaskadenbewegung (im Betrieb am häu-
figsten auftretender Bewegungszustand) lassen sich einige geometrisch-kinematische
Kenngrößen im Mühlenquerschnitt ableiten (Abb. 2.9(a)). Die Ortsbetrachtung lie-
fert geometrische Größen wie den Ablöse- oder den Auftreffpunkt und den Schwerpunkt
der Schüttung, der eine integrale Größe darstellt. Wenn die entsprechenden x- bzw. y-
Komponenten der Mahlkörpergeschwindigkeiten in der Mühlenquerschnittsebene abge-
bildet werden, entstehen so genannte Gleichgewichtskurven [69]. Eine Gleichgewichts-
kurve teilt die absteigenden von den aufsteigenden Mahlkörpern in der Vertikalebene
und stellt somit die Ruhelage der Vertikalbewegung dar. Die zweite Gleichgewichts-
kurve teilt die sich in Mühlendrehrichtung bewegenden Mahlkörper von denen, welche
sich entgegen der Drehrichtung bewegen und stellt somit die Ruhelage der Horizontal-
bewegung dar. In dem Schnittpunkt der zwei Gleichgewichtskurven befindet sich der
Rotationspunkt der Schüttung, um den die Mahlkörper ständig umgewälzt werden.
Die Geschwindigkeits- und Ortsbetrachtung der einzelnen Mahlkörper, anhand der sta-
tistischen Auswertung einer Videoaufnahme [13] bzw. der numerischen Simulationen
[59, 15], teilt die gebildete Schüttungsfläche in Bereiche mit unterschiedlichen Bewe-
gungsverhalten (Abb. 2.10). Im oberen Umlenkbereich lockert sich die Kugelpackung
auf. Die translatorische Geschwindigkeit der Mahlkörper verändert ihre Richtung, so
dass die Mahlkörper sich je nach der relativen Drehzahl entweder lawinenartig oder
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auf Flugbahnen abwärts im Abstiegsbereich bewegen. Im unteren Umlenkbereich wird
die Kugelpackung erneut aufgelockert und in Folge der gegenseitigen Beeinflussung ent-
steht stochastisches Bewegungsverhalten, bei dem nicht nur die translatorische sondern
auch die rotatorische Bewegungsrichtung der Kugeln geändert wird. Die Mahlkörper
werden infolge der inneren Pressung und der Panzerungsbewegung in die Umlaufrich-
tung gebracht. Während der Einordnungsphase können sich die Mahlkörper bis um 35°,
vom Auftreffpunkt gemessen, in Umlaufrichtung bewegen [13]. Obwohl im Aufstiegs-
bereich die Mahlkörper bis zur Umlaufgeschwindigkeit der Mühle beschleunigt werden,
treten in diesem Bereich wegen einer gegenseitigen Beanspruchung relative Bewegungen
und ein Schlupf an der Panzerung auf [51].
Abb. 2.10: Die aufgrund numerischer Simulation während drei Mühlenumdrehungen erhal-
tenen Bewegungstrajektorien von fünf zufällig ausgewählten Mahlkörpern. Die Farbkodierung
der Mahlkörper im Hintergrund teilt die Schüttungsfläche gemäß [84] in fünf Bereiche, in de-
nen unterschiedliche Bewegungsverhalten der Mahlkörper zu finden sind: 1 - oberer Umlenk-
bereich, 2 - Abstiegsbereich, 3 - unterer Umlenkbereich, 4 - Aufstiegsbereich, 5 - Kernbereich.
2.5.3 Örtliche Belastungszustände
Die im Betrieb herrschenden Belastungszustände auf experimenteller Weise zu ermit-
teln ist immer noch eine messtechnische Herausforderung. Eine quantitative Möglich-
keit besteht in der Verwendung von mit Instrumenten ausgerüsteten Mühlenausklei-
dungen bzw. Mahlkörpern in Labormahlanlagen. Die eingebauten induktiven [62, 63],
piezoelektrischen [33, 52] oder speziellen vorgespannten Mechanismen [45, 84, 81] er-
möglichen eine direkte Messung der bei den Stoßereignissen auftretenden Kräfte bzw.
Energien.
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Obwohl die Methode der diskreten Elemente ein vielseitiges Werkzeug in Hinsicht auf
die Bestimmung der örtlichen Belastungszustände darstellt, widmeten sich wenige Ar-
beiten dieser Problematik [17, 16, 69]. Über einen qualitativen Vergleich mit experi-
mentellen Messungen ist allerdings nur in [16] berichtet.
Die höchsten Beanspruchungen findet man nicht im Abstiegsbereich mit direkten Stö-
ßen, sondern am Boden der Mühle in den wandnahen Bereichen (Abb. 2.11). Diese
energiereichen Bereiche wurden in [81] anhand der Impulsfortpflanzungsvorgänge aus
äußeren Schiten, hauptsächlich in Form von Scherstößen, erläutert. In numerischen Si-
mulationen [16] konnte die Bildung der Kraftketten, welche zu hohen Druckbelastungen
führen, ermittelt werden.
Abb. 2.11: Experimentell bestimmte örtliche Verteilung der Stoßenergien einer Labormühle
(φMK = 30%, ψ = 37%) [84]. Die Angaben der Farbkodierung entsprechen einer auf die
Mahlkörperfüllung bezogene Stoßhäufigkeit pro Umdrehung.
Im unteren Umlenkbereich findet eine überwiegende Schlagbeanspruchung und Scher-
beanspruchung statt [93]. Folglich wird in diesem Bereich die meiste Zerkleinerungsar-
beit vermutet. Während der Aufstiegsbewegung kann das Material durch Druck, Rei-
bung und teilweise auch durch Schlag beansprucht werden. Im oberen Umlenkbereich
und dem Abstiegsbereich wird wenig Zerkleinerungsarbeit vermutet. Diese Bereiche
sind allerdings Auslöser der Impulsfortpflanzung, so dass auch im Kernbereich eine
Zerkleinerungsarbeit geleistet werden kann.
Der Vergleich der Untersuchungen von Labormühlen mit und ohne Mahlgut zeigt, dass
das Mahlgut ein Dämpfungselement darstellt, wodurch hauptsächlich im Aufstiegsbe-
reich die Anzahl der registrierten Stöße sinkt [45, 84, 81].
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2.6 Beanspruchungsverhältnisse in der Mühle und
wichtige Kenngrößen des Zementklinkers
Alleine die Kenntnis über die auftretenden Bewegungs- und Belastungszustände reicht
nicht zum Verständnis und zur Beurteilung des in der Kugelmühle ablaufenden Arbeits-
vorganges aus. Im Weiteren wird deshalb auf die grundlegenden Zerkleinerungsmecha-
nismen und die physikalischen Kenngrößen, welche den Zementklinker charakterisieren,
eingegangen.
2.6.1 Zerkleinerungsmechanismen
Unter Zerkleinerung versteht man eine Veränderung der Ausgangsgröße des zu zer-
kleinernden Stoffes bis auf eine vorgegebene Dispersitätsgröße unter ständiger Ener-
giezufuhr [40] (Abb. 2.12). In einer Kugelmühle sind die Mahlkörper die Träger der
kinetischen Energie, welche für die Rissbildung und die Rissfortpflanzung im Mahlgut
zuständig sind. Die im Betrieb herrschenden stochastischen Wechselwirkungen verursa-
chen, dass die durch die Mahlkörper eingetragene Energie nicht dem für die tatsächliche
Zerkleinerung notwendigen Energieeintrag entspricht. Wird nur ein elementares Stoß-
ereignis betrachtet, werden grundsätzlich drei Fälle unterscheiden. Erstens kann der
Energieeintrag zu klein sein, um ein Teilchen zu zerkleinern. Dabei können allerdings
je nach dem Energieeintrag neue Risse und Teilbrüche entstehen. Umgekehrt kann der
Energieeintrag höher sein als der minimal zur Zerkleinerung eines Teilchens notwen-
dige Energiebedarf. Die dritte, idealisierte Möglichkeit entspricht dem Energieeintrag,
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Abb. 2.12: Typische Korngrößenverteilung des der Kugelmühle aufgegebenen Zementklinkers
und des zerkleinerten Produktes [67].
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welcher mit dem minimalen Energiebedarf zur Zerkleinerung eines Teilchens korreliert.
Für den Makroprozess der in einer Kugelmühle vorkommenden Zerkleinerung ergeben
sich demzufolge spezifische Energiespektren [86] (Abb. 2.13). Die wirtschaftlichste
Arbeitsweise der Mühle wird dann erzielt, wenn sich die Energiespektren dem idealen
Bereich der Zerkleinerungsenergien nähern.
EK
q
Abb. 2.13: Schematische Darstellung einer Häufigkeitsdichteverteilung q der in einer Ku-
gelmühle möglichen auftretenden Spektren der kinetischen Energie EK (rote durchgezogene
Linie: zu kleine Energien mit hoher Häufigkeit, rote gestrichelte Linie: unerwünscht hohe
Energien mit niedriger Häufigkeit, grüne Linie: das idealisierte Spektrum mit aufgezeichne-
tem Bereich der idealen Zerkleinerungsenergien).
Die Bestimmung des idealen Energiebereiches wird häufig mittels aufwendiger Expe-
rimente durchgeführt, bei denen die Art, die Intensität und die Geschwindigkeit der
Beanspruchung, den im realen Arbeitsraum auftretenden Beanspruchungen angepasst
werden muss [6, 94, 95]. Obwohl in den Kugelmühlen mehrere Beanspruchungsarten
auftreten können (Abb. 2.14), tragen sie nicht alle gleichermaßen zum Zerkleinerungs-
fortschritt bei. Im Gegensatz zu den Grobzerkleinerungskammern, wo man eine Zer-
kleinerung eines einzigen bzw. eines eingebetteten Kornes erwarten kann, wird in den
Feinzerkleinerungskammern eher eine kollektive Zerkleinerung, eine so genannte Gut-
bettzerkleinerung, erwartet. Dabei spielen Druck-, Schlag- und Scherbeanspruchungen
die wichtigste Rolle [86, 94].
Ohne tiefer in die Problematik der Zerkleinerungsmodelle einzusteigen, sei hier erwähnt,
dass es neuerdings möglich ist, die in einer Kugelmühle auftretenden Zerkleinerungsvor-
gänge mathematisch mit der Methode der Populationsbilanzen [92, 113, 114], numerisch
mit DEM [16] und mit statistischen Monte-Carlo-Simulationen [77] darzustellen.
2.6.2 Charakterisierung des Zementklinkers
Der Zementklinker wird in der Regel aus natürlichen Rohstoffen, wie Kalkstein, Ton,
Sand und Eisenerz (siehe auch Abb. 1.1), unter hohen Temperaturen im Drehrohrofen
hergestellt. Die gebrannten Zementklinkerkörner nehmen häufig eine nahezu kugelför-
mige Form mit einem maximalen Durchmesser von 50 mm und einer mittleren Dichte
von 3 g/cm3 ein. In [108] wurde aus experimentellen Messungen für Zementklinker
nahezu die gleiche Sprödigkeit wie beim Quarz und eine durch den Autor definierte
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Abb. 2.14: Prinzipielle Einteilung der in der Kugelmühle auftretenden Beanspruchungsarten
(von links der Spalten nach): Druck, Schlag, Prall, Scherung; (von oben der Reihe nach):
Beanspruchung eines Einzelkornes, eines eingebetteten Kornes und eines Gutbettes.
„Steifigkeit“von 14, 4 ± 6, 2 GPa bestimmt. Diese, aus dem modifizierten Hopkinson-
schen Druckstab-Versuch bestimmte Steifigkeit lässt sich mit einer in der Arbeit [108]
angegebenen Beziehung auf den dynamischen E-Modul Ed = 13, 8± 5, 9 GPa (mit der
Annahme für Poissonsche Zahl ν = 0, 2) umrechnen.
Um eine physikalische Vorstellung über die Kräfte, Energien und Verformungen, welche
zur Zerstörung der inneren Bindungskräfte führen, gewinnen zu können, wurden mit
dem Zementklinker Zerkleinerungsversuche an einzelnen sowie eingebetteten Körnen
durchgeführt. Schönert belastete quasistatisch einzelne Körner (0, 1− 3 mm) auf einer
Presse und stellte fest, dass die massenbezogene Energie, welche zum Bruch führte, mit
steigender Korngröße abnimmt [91]. Hildinger beanspruchte einzelne Körner, indem er
unterschiedlich schwere Fallkörper auf die Zementklinkerkörner (2− 6 mm) fallen ließ
[41]. Dabei ist er zur gleichen Kenntnis wie Schönert gekommen, konnte aber seine
gemessenen Aufprallenergien mit den von Schönert ermittelten Zerkleinerungsenergien
nicht vergleichen. Schönert belastete alle Körner auf einer vordefinierten Wegstrecke im
Gegensatz zu Hildinger, der die Körner mit einer vordefinierten Belastungsintensität
beansprucht hat. Neuerdings hat Kleeberg einzelne und eingebettete Zementklinkerkör-
ner (25 mm bzw. 0, 2 − 13, 6 mm) an einer hydraulischen Presse mit hohen Drücken
belastet [46]. Er stellte fest, dass die Veränderung der Pressgeschwindigkeit von 7 auf
200 mm/min keine Auswirkungen auf den gemessenen Druckverlauf hat.
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Andere betriebsorientierte Werte werden aus einem so genanntem Mahlbarkeitstest,
überwiegend Zeiseltests, gewonnen. Die Mahlbarkeit wird als notwendiger Energieauf-
wand zur Zerkleinerung einer bestimmten Zementklinkermasse auf eine definierte Fein-
heit bezeichnet [112]. Die Versuche mit dem Zementklinker belegen, dass der nach dem
Testverfahren ermittelte spezifische Energieverbrauch zur Abschätzung der Leistungs-
aufnahme einer Kugelmühle genutzt werden kann. Um die Übertragbarkeit gewährleis-
ten zu können, muss der Zusammenhang zwischen den Mahlbarkeitswerten und der
spezifischen Leistungsaufnahme einer Kugelmühle bekannt sein [28, 27, 117].
3 Präzisierung der Aufgabenstellung
Im vorherigen Kapitel wurde deutlich gemacht, dass die gegenwärtigen Kenntnisse
über die im Betrieb herrschenden dynamischen Vorgänge hauptsächlich aus den ex-
perimentellen Untersuchungen an präparierten Labormühlen mit einfachen Hubleisten
hervorgegangen sind. Präzise Untersuchungen an einer realen Mühle können wegen den
messtechnisch unbeherrschbaren Bedingungen nicht erforscht werden. Aus der weite-
ren Analyse der durchgeführten Forschungsarbeiten geht hervor, dass gerade die kine-
matischen und dynamischen Betriebsbedingungen mit neuartigen computergestützten
Techniken, insbesondere mit der Methode der diskreten Elemente, untersucht werden
können. Diese numerische Methode soll auch in dieser Arbeit angewendet werden, um
in den Mühlen die realen Größenordnungen der Bewegungs- und Beanspruchungszu-
stände zu ermitteln bzw. weitere Optimierungsmöglichkeiten zu entdecken.
Lässt man alle möglichen programmiertechnischen Schwierigkeiten unberücksichtigt,
besteht das Problem der numerischen Simulationen in der richtigen Wahl der Stoßpa-
rameter für das Kollisions- bzw. Kontaktmodell. Aus der weiteren Literaturrecherche
zu dieser Problematik ergibt sich, dass in keiner Arbeit deutlich gemacht wird, ob die
gewählten elastischen Eigenschaften sowie die Reibungswerte mit den realen Werten
übereinstimmen [57, 17, 116, 59, 71, 72, 16, 65, 18].
Das größte Manko betrifft allerdings die Parameterwahl für die Beschreibung der beim
Stoß auftretenden dissipativen Vorgänge. Aus experimentellen Messungen ist lange be-
kannt, dass die beim Stoß hauptsächlich durch die hervorgerufenen plastischen Defor-
mationen dissipierte kinetische Energie mit zunehmender Aufprallgeschwindigkeit zu-
nimmt. Der energetische Verlust wird durch den so genannten Restitutionskoeffizienten
(siehe Abschnitt 4.2) ausgedrückt, welcher mit zunehmender Aufprallgeschwindigkeit
abnimmt [38, 14, 100, 76]. Andere experimentelle Untersuchungen befassen sich mit
den dissipativen Vorgängen beim Stoß, wo zwischen zwei stoßenden Körpern eine Ma-
terialschicht vorliegt [80, 42, 32]. Dabei verursacht bereits eine dünne Materialschicht
eine erhebliche Absenkung des Restitutionskoeffizienten. In den erwähnten numerischen
Simulationen von Kugelmühlen bzw. den DEM-Simulationen allgemein, wurden physi-
kalisch begründete geschwindigkeitsabhängige Stoßparameter bis jetzt nicht eingesetzt.
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Ein weiterer Nachteil der bis jetzt vorgestellten DEM-Untersuchungen einer Kugel-
mühle ist das Fehlen eines qualitativen Vergleichs der in einer Mühle auftretenden
Beanspruchungsintensitäten mit den zur Zerkleinerung notwendigen Bruchkräften und
Zerkleinerungsenergien.
Aus den oben erwähnten Grundgedanken zur Analyse des gegenwärtigen wissenschaftlich-
technischen Standes ergeben sich nachfolgende Schwerpunkte, welche in weiteren Ka-
piteln dieser Arbeit ausführlich untersucht werden:
• Ermittlung von Zerkleinerungsenergien und Bruchkräften von Zementklinkerkör-
nern.
• Erweiterung der am Institut für Aufbereitungsmaschinen bereits von Swiatek be-
gonnenen experimentellen Untersuchungen zur Ermittlung von geschwindigkeits-
abhängigen Restitutionskoeffizienten [105]. Dabei sollen die festgestellten Trends
durch phänomenologische Beziehungen beschrieben werden.
• Implementierung der ermittelten Stoßparameter in den DEM-Algorithmus und
Validierung der Parameterauswahl.
• Durchführung von DEM-Simulationen einer Kugelmühle mit Variation von Stoß-
und einigen konstruktiven Parametern, wobei folgende Zielgrößen im Vorder-
grund der Untersuchungen liegen sollen:
– Leistungsaufnahme,
– kinematische Größen, wie relative Aufprallgeschwindigkeiten,
– dynamische Größen, wie kinetische Energie und Reaktionskräfte.
4 Methode der diskreten Elemente (DEM)
zur Modellierung von dynamischen
Wechselwirkungen
In diesem Kapitel wird ein numerisches Verfahren, die Methode der diskreten Ele-
mente (kurz DEM genannt), vorgestellt, welches zur computerunterstützten Untersu-
chung von dynamischen Vorgängen in Schüttgütern heutzutage als Standardwerkzeug
verwendet wird. Nach ein paar allgemeinen Grundgedanken über die DEM und eine
geometrisch-kinematischen Analyse des Stoßvorganges werden die in den nachfolgen-
den numerischen Simulationen verwendeten Berechnungsprinzipien mit rückstoßenden
Kräften und die dazugehörigen Bewegungsgleichungen vorgestellt.
4.1 Grundgedanken über die DEM
Die Grundideen der molekulardynamischen Berechnungen [75] haben erstmalig Cun-
dall und Strack für Ihre geowissenschaftlichen Untersuchungen [22] angewendet und
so weiter entwickelt, dass sie als Begründer der DEM angesehen werden. Danach hat
sich die DEM schnell in vielen Zweigen der Wissenschaft und in vielen industriellen
Gebieten verbreitet, so dass sich heutzutage ihre Anwendung von molekularen Unter-
suchungen über die Partikel- und Maschinentechnik bis hin zur Astronomie erstreckt.
Das Grundprinzip besteht in der geometrischen und der zeitlichen Diskretisierung der
realen Teilchenform bzw. des ablaufenden Prozesses. Die realen Teilchen werden durch
raue, diskontinuierliche Starrkörper (undeformierbare diskrete Elemente) ersetzt, wel-
che aber die geometrischen und physikalischen Eigenschaften bestmöglich wiederge-
ben müssen. Die während des ablaufenden Prozesses auftretenden Reaktionskräfte und
-momente wirken zusammen mit den äußeren Kräften und Momenten an den diskreten
Elementen und rufen somit dynamische Vorgänge hervor, die sich zu den bestimmten
Zeitpunkten aus den für alle Freiheitsgrade zu lösenden Newtonschen Bewegungsglei-
chungen ergeben.
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Die Zeitaufwändigkeit der DEM-Berechnungen hängt vor allem vom gewählten Verfah-
ren der Stoßerkennung ab, welches wiederum von der abgebildeten Partikelform, der
Anzahl der Partikel und der Anzahl der räumlichen Freiheitsgrade abhängt. Die Stoß-
erkennung bei einem aus N Elementen bestehenden System fordert allgemein N2 Be-
rechnungsoperationen. Der numerische Aufwand O(N2) kann mit geeignetem Algorith-
mus (z.B. linked-cell für monodisperse und leicht polydisperse Systeme oder quad-tree
für polydisperse Systeme) auf O(N) reduziert werden [36, 115]. Dabei wird das Simula-
tionsgebiet in mehrere Zellen zerlegt und die Daten werden mit geeigneten Strukturen
in Nachbarzellen verwaltet.
Um den physikalischen Hintergrund des zu simulierenden Prozesses realitätsnah nach-
zubilden, sind im Laufe der Zeit neben den klassischen kugelförmigen Teilchen auch
komplizierte Geometrien, wie sog. super-ellipsoidal- und Polyder-Elemente [20, 19] oder
super-quadrics Elemente [18], in die Berechnungsalgorithmen implementiert worden.
Aus dem Grund, dass die im Kapitel 8 vorgestellten Simulationen nur mit kugelför-
migen Teilchen hauptsächlich im zweidimensionalen Raum durchgeführt wurden, be-
ziehen sich die nachfolgenden theoretischen Betrachtungen auf kugelförmige Elemente
(im Weiteren als Kugel bezeichnet) mit drei räumlichen Freiheitsgraden.
4.2 Geometrisch-kinematische Analyse des
Stoßvorganges
In Abb. 4.1 ist der elementare Stoß von zwei starren Kugeln I und J mit den entspre-
chenden Radien R(I) und R(J) und weiteren geometrischen und kinematischen Größen
dargestellt. Die Lage einer Kugel wird im globalen Koordinatensystem mittels eines
Ortsvektors ~r(I) bzw. ~r(J) definiert, dessen zeitliche Ableitung den Geschwindigkeits-
vektor ~v ergibt. Jede Kugel kann auch ihre Orientierung bezüglich ihres Schwerpunktes
mit der Winkelgeschwindigkeit ω verändern.
Der Zusammenstoß zweier Kugeln führt in der Realität zu einer lokalen Deformation,
welche bei der DEM durch eine so genannte Überlappung ξ nachgebildet wird:
ξ(IJ) = R(I) +R(J) −
[(
r
(J)
i − r(I)i
)(
r
(J)
i − r(I)i
)] 1
2
. (4.1)
Dabei bezeichnet der Index i die Abszisse i = 1 und die Ordinate i = 2 des karte-
sischen Koordinatensystems, wobei die Einsteinsche Summenkonvention angewendet
wird. Diese Überlappung ist mit der Bedingung ξ ≥ 0 die grundlegende Größe bei
der Stoßerkennung. Sie liegt an der Verbindungslinie zwischen den Schwerpunkten der
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Abb. 4.1: Elementarer Stoß von zwei starren Kugeln mit zugelassener Überlappung ξ.
Kugeln I und J , deren Richtung den Normalenvektor ~n der Stoßebene definiert und
ist senkrecht zum Tangentialvektor ~t der Stoßebene:
n
(IJ)
i =
r
(J)
i − r(I)i[(
r
(J)
i − r(I)i
)(
r
(J)
i − r(I)i
)] 1
2
, (4.2)
~t (IJ) =
 −n(IJ)2
n
(IJ)
1
 . (4.3)
Am Berührungspunkt ergibt sich durch die Translation und Rotation der Kugeln ei-
ne relative Bewegung zwischen den beiden. Für ihre Geschwindigkeitskomponenten in
Normalen- ∆v bzw. Tangentialrichtung ∆g gilt:
∆v(IJ) =
(
r˙
(J)
i − r˙(I)i
)
n
(IJ)
i , (4.4)
∆g(IJ) =
(
r˙
(J)
i − r˙(I)i
)
t
(IJ)
i − ω(I)
[
(r
(I)
i − r˜(IJ)i )(r(I)i − r˜(IJ)i )
] 1
2 −
−ω(J)
[
(r
(J)
i − r˜(IJ)i )(r(J)i − r˜(IJ)i )
] 1
2
, (4.5)
mit dem Ortsvektor des Stoßmittelpunktes ~˜r(IJ):
r˜
(IJ)
i = r
(I)
i +
(
R(I) − 1
2
ξ(IJ)
)
n
(IJ)
i . (4.6)
Die während des Stoßes entstehenden Deformationen sind nicht ideal elastisch, sondern
erhalten immer auch plastische Anteile, so dass ein Teil der dem Stoß zugeführten kine-
tischen Energie ständig dissipiert. Der energetische Verlust wird durch das Verhältnis
der relativen Geschwindigkeit nach dem Stoß ∆v´(IJ) bzw. ∆g´(IJ) zu der relativen Ge-
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schwindigkeit vor dem Stoß ∆v(IJ) bzw. ∆g(IJ) ausgedrückt. Dieses Verhältnis ist für
die numerischen Simulationen eine wichtige Kenngröße und wird als Restitutionskoeffi-
zient in Normalen- (n) und in Tangentialrichtung (t) bezeichnet (siehe die Ableitungen
im Anhang A.1 und A.2):
(n) = −∆v´
(IJ)
∆v(IJ)
, (4.7)
(t) = −∆g´
(IJ)
∆g(IJ)
. (4.8)
Experimentelle Untersuchungen des Restitutionskoeffizienten in Normalenrichtung wer-
den in Abschnitten 5.3 und 5.4 vorgestellt.
4.3 Kräfte in den DEM-Simulationen
Die nachfolgenden Simulationen berücksichtigen die Wirkung von zwei Kraftarten auf
die Kugeln. Zum einen ist es die Schwerkraft FG = mg und zum anderen die bei der
Berührung zweier Kugeln entstehende Reaktionskraft FK (auch Rückstoß- oder Kon-
taktkraft genannt).
Die Reaktionskraft setzt sich aus der so genannten Normalkraft, welche in der Stoßnor-
malen ~n (4.2) wirkt, und der Tangentialkraft, welche am Berührungspunkt in Tangenti-
alrichtung ~t (4.3) wirkt und zusätzliche Reaktionsmomente M hervorruft, zusammen.
Die gesamte auf die Kugeln I bzw. J wirkende Kraft und die entstehenden Reakti-
onsmomente können im globalen kartesischen Koordinatensystem wie folgt berechnet
werden:
F
(IJ)
i = FG ei + F
(n,IJ)
K n
(IJ)
i + F
(t,IJ)
K t
(IJ)
i , (4.9)
M (I) =
[
(r˜
(IJ)
i − r(I)i )(r˜(IJ)i − r(I)i )
] 1
2
F
(t,IJ)
K , (4.10)
M (J) =
[
(r˜
(IJ)
i − r(J)i )(r˜(IJ)i − r(J)i )
] 1
2
F
(t,IJ)
K . (4.11)
Dabei bezeichnet ei den i-ten Einheitsvektor des kartesischen Koordinatensystems. Für
die tatsächliche Berechnung der Reaktionskräfte, sowohl in Normalen- als auch in Tan-
gentialrichtung, existieren mehrere Kontaktmodelle, welche in [90, 55, 3] detailliert
beschrieben wurden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Kontaktmodell verwendet,
welches prinzipiell aus den in Abb. 4.2 dargestellten rheologischen Elementen besteht.
Das Kontaktmodell ermöglicht die Nachbildung von elastisch-plastischen Stößen in Nor-
malenrichtung sowie die Reibvorgänge in Tangentialrichtung. Dazu werden in Norma-
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lenrichtung ein elastisches Feder- und viskoses Dämpfungselement (als Kelvin-Voigt
Element bezeichnet) parallel und in Tangentialrichtung ein elastisches Feder- und Rei-
belement seriell geschaltet.
k(n,IJ)
γ(n,IJ)
k(t,IJ)
f
I J
Abb. 4.2: Verwendetes viskoelastisches Kontaktkraftmodell, bestehend aus rheologischen
Elementen.
4.3.1 Kräfte in Normalenrichtung
Die gesamte Normalkraft F (n)K setzt sich aus einer separat berechneten elastischen F
(n)
K,el.
und einer dissipativen Kraftkomponente F (n)K,diss. zusammen:
F
(n)
K = F
(n)
K,el. + F
(n)
K,diss.. (4.12)
Die Berechnung der elastischen Normalkraft basiert auf der Verwendung der von Hertz
entwickelten Theorie über die stationäre Berührung von elastischen Körpern [39]. Auf
dynamische Prozesse kann diese Theorie ebenfalls übertragen werden, sofern die durch
den Stoß hervorgerufenen Vibrationen vernachlässigbar sind [109, 35]. Die elastische
Normalkraft zwischen zwei Kugeln I und J ist dann eine Funktion der Überlappung ξ
[44]:
F
(n,IJ)
K,el. =
4
3
G˜
√
2R˜
1− ν˜ ξ
3
2 , (4.13)
mit:
R˜ = 2
R(I)R(J)
R(I) +R(J)
, (4.14)
G˜ =
G(I) +G(J)
2
, (4.15)
ν˜ =
ν(I) + ν(J)
2
. (4.16)
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Dabei bezeichnet R den Radius der Kugel, G den Schermodul und ν die Poissonsche
Zahl. Im Falle der Berührung einer Kugel mit einer Mühlenauskleidung wird angenom-
men, dass die Panzerung völlig steif ist, die gleichen physikalischen Eigenschaften wie
die stoßende Kugel I besitzt und R˜ = R(I) eingesetzt werden kann.
Die während des Stoßes feststellbaren energetischen Verluste werden mit einem ge-
schwindigkeitsabhängigen Dämpfer modelliert. Dabei hängt die dissipative Normal-
kraft von der relativen Aufprallgeschwindigkeit ∆v ab und wirkt entgegengesetzt der
Bewegungsrichtung:
F
(n,IJ)
K,diss. = γ
(n,IJ)∆v(IJ). (4.17)
Dabei bezeichnet γ(n) die Dämpfungskonstante, welche sich ausgehend vom Cundalls
Ansatz [22] folgendermaßen berechnen lässt:
γ(n,IJ) = 2β
√
m˜k(n,IJ), (4.18)
mit:
m˜ =
m(I)m(J)
m(I) +m(J)
. (4.19)
In den Beziehungen (4.18) bzw. (4.19) bezeichnet β den Dämpfungsparameter, k(n) die
Kontaktsteifigkeit und m die Masse der entsprechenden Kugel. Die Kontaktsteifigkeit
erhält man aus der Ableitung der Beziehung (4.13) nach ξ:
k(n,IJ) =
dF
(n,IJ)
K,el.
dξ
=
G˜
√
2R˜
1− ν˜
(
ξ(IJ)
) 1
2 . (4.20)
Wird diese Kontaktsteifigkeit in die Beziehung (4.18) eingesetzt, erhält man die Dämp-
fungskonstante als eine Funktion eines unbekannten Dämpfungsparameters β:
γ(n,IJ) = β
√
m˜k˜
(
ξ(IJ)
) 1
4 , (4.21)
mit:
k˜ =
4G˜
√
2R˜
1− ν˜ . (4.22)
Diese Dämpfungskonstante ähnelt dabei dem von Tsuji entwickelten Dämpfungsansatz
[111].
Die vollständige numerische Lösung eines elementaren Stoßes mit der Beziehung (4.12)
liefert zum Ende des Stoßvorganges negative, anziehende Normalkräfte. Eine programm-
interne Implementierung der Bedingung, dass im Falle einer negativen Normalkraft
diese zu Null gesetzt wird, beseitigt die nicht erwünschten Anziehungseffekte (siehe
Vergleich im Anhang A.7, Abb. A.3). Weil die numerische Lösung zugleich einen ge-
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schwindigkeitsunabhängigen Restitutionskoeffizienten liefert (siehe auch Anhang A.7,
Abb. A.4), ist es möglich, anhand von Experimenten einen geschwindigkeitsabhängi-
gen Dämpfungsparameter β = β(∆v) zu bestimmen und ihn in das DEM-Model zu
implementieren. Dies wird ein wichtiges Ziel der Voruntersuchungen dieser Arbeit sein,
um realitätsnahe und physikalisch begründete Simulationen durchführen zu können.
4.3.2 Kräfte in Tangentialrichtung
Die elastische Tangentialkraft F (t)K berücksichtigt die oberflächigen Unebenheiten der
Kugeln, wobei die Berechnung in Anlehnung an die von Mindlin [53, 54] entwickelte
und erstmalig von Cundall für die DEM verwendete Theorie [22, 21] erfolgt. Falls eine
relative Bewegung ∆g zwischen zwei Kugeln I und J in Tangentialrichtung (4.5) ent-
steht, ändert sich der Betrag der Tangentialkraft von Null zu einem endlichen Wert
∆F
(t)
K,p und in weiteren Lösungsschritten p wird bis zum Stoßende mit einer inkremen-
tellen Vorgehensweise fortgefahren:
F
(t,IJ)
K,p = F
(t,IJ)
K,p−1 +∆F
(t,IJ)
K,p . (4.23)
Das Kraftinkrement ∆F (t)K,p ist von der Normalkraft abhängig und wird im aktuellen
Lösungsschritt p wie folgt berechnet [44]:
∆F
(t,IJ)
K,p = −
2
[
3G˜2 (1− ν˜) R˜
] 1
3
2− ν˜
(
F
(n,IJ)
K,p
) 1
3
∆g(IJ)∆t. (4.24)
Das Ergebnis der Multiplikation des Zeitschrittes ∆t mit der relativen Geschwindigkeit
∆g in der Beziehung (4.24) entspricht einer relativen Verschiebung in Tangentialrich-
tung und die restlichen Terme stellen die Steifigkeit k(t) des rheologischen Modells dar
(Abb. 4.2). Weil aber die so berechnete Tangentialkraft (4.23) den Betrag der Cou-
lombschen Reibung übersteigen kann, muss in jedem Lösungsschritt die Bedingung
(4.25) überprüft werden. Obwohl prinzipiell zwischen der Haft-, der Gleit- und der
Rollreibung unterschieden werden muss, wird in DEM Simulationen meist die Haft-
und Rollreibung vernachlässigt. Mit dem Gleitreibungskoeffizienten f ergibt sich somit
für das Coulombsche Gesetz:
F
(t,IJ)
K,p ≤ fF (n,IJ)K,p . (4.25)
Ist diese Ungleichung nicht erfüllt, gleiten die Kugeln aufeinander bei gleichzeitiger
Energiedissipation. In diesem Fall wird die für den aktuellen Lösungsschritt berechnete
Tangentialkraft (4.23) dem physikalischen Maximum F (t,IJ)K,p = fF
(n,IJ)
K,p gleichgesetzt.
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4.4 Lösung der Bewegungsgleichungen
Bei den zweidimensionalen Simulationen sind die Newtonschen Bewegungsgleichungen
für drei Freiheitsgrade zu lösen. Zwei Freiheitsgrade beschreiben die translatorischen
Bewegungen (Änderung der Lage) und die dritte die rotatorische Bewegung um den
Schwerpunkt der Kugel (Änderung der Orientation). Für das zu simulierende System,
welches aus N Kugeln besteht, können die Bewegungsgleichungen in Indexschreibweise
wie folgt formuliert werden:
m(L)r¨
(L)
i = F
(L)
i
J (L)ω˙(L) =M (L)
mit i = 1, 2 und L = 1...N. (4.26)
Dabei bezeichnet J das Trägheitsmoment der Kugel, Fi die i-te Kraftkomponente des
auf die Kugel wirkenden Kraftvektors und M das auf die Kugel wirkende Drehmo-
ment. Der Kraftvektor setzt sich dabei aus der äußeren Gravitationskraft und der
Reaktionskraft zusammen (4.9). Das Drehmoment resultiert aus der Reaktionskraft in
Tangentialrichtung (4.10) bzw. (4.11).
Die Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, im Falle der
Translationsbewegung, und erster Ordnung, im Falle der Rotation, erfolgt meistens
mit so genanntem Schritt-für-Schritt-Verfahren [34, 36]. Dabei wird die kontinuier-
liche Bewegung der Kugeln in einer endlichen Zeitspanne mittels eines Zeitschrittes
∆t diskretisiert und die Lösung nur zu vorgegebenen Zeitpunkten durch ausgewähl-
te Approximationsformeln erhalten. Die nachfolgenden Simulationen erfolgen mit dem
Lösungsverfahren der zentralen Differenzen (siehe Ableitung im Anhang A.4).
Die Wahl des geeigneten Zeitschrittes ∆t ist für die Stabilität und die Genauigkeit der
Lösung von entscheidender Bedeutung. Wird eine eindimensionale Bewegung eines auf
einer massenlosen Feder, mit einer linearen Steifigkeit k, befestigten Massenpunktes
der Masse m betrachtet, muss die entsprechende Eigenfrequenz Ω0 =
√
k/m bzw. die
Periodendauer T = 2pi/Ω0 bestimmt werden. Nach Bathe [5] muss dann der Zeitschritt
∆t kleiner als ein kritischer Zeitschritt ∆tkr. sein:
∆t ≤ ∆tkr. = T
pi
. (4.27)
Für praktische Anwendungen empfiehlt Bathe [5], den Zeitschritt ∆t noch kleiner zu
wählen (∆tkr./10).
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In der zweidimensionalen DEM muss für jede Bewegungsgleichung des gesamten Glei-
chungssystems die größte Eigenfrequenz bzw. die kleinste Periodendauer aus drei räum-
lichen Freiheitsgraden bestimmt werden. Weiterhin treten in der DEM nicht nur Ein-
zelstöße sondern auch verkettete Stöße auf. In diesem Fall muss zunächst die aus der
aktuellen Schaltung der Feder-Masse-Systeme resultierende Steifigkeit k ermittelt und
erst dann die Periodendauer T berechnet werden. Für ein linear gedämpftes Gleichungs-
system empfiehlt Belytschko [8] eine weitere Verkleinerung der kleinsten Periodendauer
T .
Im Falle eines nicht linearen Gleichungssystems (z.B. unter der Verwendung eines
Hertzschen Kraftmodells (4.13)), lässt sich die kleinste Periodendauer T nicht ana-
lytisch berechnen. Sie kann allerdings vereinfacht mit der Stoßzeit gleichgesetzt werden
[115], welche aus der numerischen Lösung der Bewegungsgleichung folgt (siehe Ablei-
tung im Anhang A.6).
5 Experimentelle Untersuchungen zur
Ermittlung der modellrelevanten
Parameter
In diesem Kapitel werden die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten experimentel-
len Messungen vorgestellt, deren Schlussfolgerungen die Basis für die Wahl von kor-
rekten physikalischen Simulationsparametern (Abschnitte 5.3, 5.4) und ebenso eine
Vergleichsgröße (Abschnitt 5.2) zur qualitativen Beurteilung der numerischen Simu-
lationen darstellen. Alle Messergebnisse sollen in einer Form vorliegen, welche ihre
Reproduzierbarkeit und Einsatzmöglichkeit auch bei späteren Arbeiten gewährleistet.
5.1 Mathematisch-statistische Absicherung der
Zielgrößen
Um die Reproduzierbarkeit der gewonnen Erkenntnisse gewährleisten zu können, unter-
liegen alle durchgeführten experimentellen Messungen einer statistischen Absicherung
der entsprechenden Zielgrößen. Einerseits ist von besonderem Interesse die Bestimmung
der minimalen Versuchsanzahl, zunächst unter der Voraussetzung von normalverteil-
ten Zielgrößen. Anderseits muss die Annahme einer normalverteilten Zielgröße auch
durch statistische Tests nachgewiesen werden. Die dafür eingesetzten mathematisch-
statistischen Methoden werden hier kurz vorgestellt.
5.1.1 Mindestanzahl der Messungen
Die Berechnung der minimalen Versuchsanzahl N erfolgt unter der Annahme einer
normalverteilten Zielgröße Y mit den zugehörigen Verteilungsparametern µ und σ2 (bei
einer Normalverteilung ist µ ≡ Erwartungswert und σ2 ≡ Streuung). Die Streuung σ2
kann mit der empirischen Varianz s2y abgeschätzt werden [103]:
s2y =
1
N − 1
N∑
i=1
(Yi − Y¯ )2, (5.1)
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Dabei bezeichnet Y¯ den Mittelwert der Zielgröße. Für den Erwartungswert µ kann ein
Konfidenzintervall mit einer oberen go und einer unteren Konfidenzgrenze gu berechnet
werden:
gu,o = Y¯ ∓ z(N−1,1∓α
2
)
√
s2y
N
. (5.2)
Dabei bezeichnet z das Quantil der t-Verteilung und α die Irrtumswahrscheinlichkeit.
Für den bei der Messung ermittelten Mittelwert Y¯ wird in dieser Arbeit meistens einen
Streubereich von ±10% angegeben (dies entspricht α = 0, 2). Die minimale Versuchsan-
zahl ergibt sich dann, wenn sich die Konfidenzgrenzen und der angegebene Streubereich
schneiden (siehe Abb. 5.1).
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
500
1000
1500
2000
2500
3000
3500
 



	

fffiflfiffi "!
 
 
#
$
%'&
%'(
+10%
−10%
Abb. 5.1: Prinzip der statistischen Abschätzung der minimalen Versuchsanzahl (die grüne
Linie entspricht der für eine vorgeschriebene Toleranz ermittelten Mindestanzahl der Messun-
gen).
5.1.2 Verteilungstest der Zielgrößen
Um die Korrektheit der Annahme der normalverteilten Zielgröße Y zu belegen bzw. zu
widerrufen, sind die Zielgrößen nicht nur auf die Normalverteilung sondern auch auf die
Log-Normal-, Weibull- und Exponentialverteilung mittels zwei statistischer Verfahren
überprüft worden.
• Anderson-Darling-Test [2] (Matlab-Implementierung in [110]),
Ein Funktionswert AD2 (5.3) wird mit einem kritischen Wert AD2kr. verglichen,
dessen Berechnung der jeweiligen Verteilung angepasst werden muss. Die Gütebe-
urteilung rAD wird nach der Überprüfung gemäß (5.4) bzw. (5.5) logische Werte
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enthalten.
AD2 = −N −
N∑
i=1
2i− 1
N
[lnQ(Yi) + lnQ(YN+1−i)] (5.3)
AD2 ≤ AD2kr. ⇒ rAD = 1 (5.4)
AD2 > AD2kr. ⇒ rAD = 0. (5.5)
Dabei bezeichnet Q(Y ) die Summenverteilung der getesteten Verteilung.
• Quantil-Quantil-Plot [37]
Die graphische Gegenüberstellung der theoretischen und der empirischen Quan-
tilen bildet im idealen Fall eine, um eine gemeinsame Gerade angeordnete Grup-
pierung, deren Korrelationskoeffizient rxy (5.6) die Gütebeurteilung der Vertei-
lungsfunktion wiedergibt. Der vollkommen lineare Zusammenhang und somit der
Testerfolg auf die jeweilige Verteilung wird mit rxy = 1 erhalten.
rxy =
sxy√
s2xs
2
y
(5.6)
sxy =
1
N − 1
N∑
i=1
(Xi − X¯)(Yi − Y¯ ) (5.7)
s2x =
1
N − 1
N∑
i=1
(Xi − X¯)2, (5.8)
Dabei bezeichnet sxy die empirische Kovarianz, s2x bzw. s2y (5.1) die entsprechen-
den empirischen Varianzen und X¯ bzw. Y¯ den Mittelwert der Einfluss- bzw. der
Zielgröße.
5.1.3 Güte der Regressionen
Um einen funktionalen Zusammenhang zwischen den Einflussgrößen X und den Ziel-
größen Y zu bestimmen, werden häufig quasilineare Regressionen (siehe Anhang B.1)
und nichtlineare Optimierungsmethoden (Minimierung der Quadratsumme der Resi-
duen) verwendet. Die Güte der quasilinearen Regression wird mittels eines empirischen
Bestimmtheitsmaßes b2xy und die Funktionen der nichtlinearen Optimierungsmethoden
mittels der Quadratsumme der Residuen SSRes. wiedergegeben.
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• das empirische Bestimmtheitsmaß wird für die quasilineare Regressionsge-
rade folgendermaßen definiert:
bxy = 1− N − 2
N − 1
s2r
s2y
, (5.9)
s2r =
1
N − 2
N∑
i=1
{
ln(Yi)−
[
A˜+Bln(Xi)
]}2
, (5.10)
mit der empirischen Reststreuung s2r, den Parametern der quasilinearen Regres-
sionsgerade A˜, B und der empirischen Varianz nach (5.1) (mit logarithmierten
Zielgrößen).
• die Quadratsumme der Residuen wird definiert:
SSRes. =
N∑
i=1
[Yi − y(Xi)]2 , (5.11)
mit dem Funktionswert der getesteten nichtlinearen Beziehung y(Xi).
5.2 Bestimmung der Bruchwahrscheinlichkeit unter
Druckbeanspruchung
Die in diesem Abschnitt zusammengefassten Ergebnisse der Einzelkorn-Druckzerkleine-
rung sollten einen Überblick über die notwendigen Bruchkräfte bzw. die Zerkleinerungs-
energien des Zementklinkers verschaffen, um in den nachfolgenden numerischen Unter-
suchungen aus diesen Erkenntnissen korrekte Rückschlüsse auf die effektiven Mühlen-
bereiche ziehen zu können.
5.2.1 Messvorbereitung
Für die Druckzerkleinerung stand eine hydraulische Presse zur Verfügung, welche be-
reits in [105] näher beschrieben und zur Steifigkeitsuntersuchung von Stahlkugeln an-
gewendet wurde. In dieser Arbeit werden anhand einer Skizze die Versuchsanordnung
und die wichtigsten Komponenten des Versuchsstandes erklärt sowie das Versuchsgut,
Versuchsablauf und Auswertungsmethoden näher beschrieben.
Zwischen der festen oberen Rahmenplatte (Abb. 5.2) und der unteren Druckplatte
ist eine Wägezelle mit einer minimalen Vorlast von 0, 24 kg und drei symmetrisch
angeordneten Wegaufnehmern montiert worden. Das zu zerkleinernde Partikel befindet
sich an der unteren, sich in Vertikalrichtung bewegenden, Platte. Die Wägezelle und
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die Wegaufnehmer sind über zwei Messverstärker an einem Rechner angeschlossen, so
dass die mit einer Abtastfrequenz von 100 Hz aufgenommenen Reaktionskräfte und die
Wegstrecken als Zeitfunktionen für nachfolgende Auswertungen zur Verfügung standen.
Abb. 5.2: Versuchsanordnung der hydraulischen Presse für die Einzelkorn-
Zerkleinerungsuntersuchungen des Zementklinkers.
Versuchsgut
Im Hinblick auf die unterschiedliche Beschaffenheit des Zementklinkers ist das Versuchs-
gut von zwei deutschen Zementwerken (weiter als Zementklinker A und B bezeichnet)
zur Verfügung gestellt worden. Um eine Reproduzierbarkeit der Zielgrößen zu erzielen,
wurden aus den in den Zementwerken gebildeten Haufwerken möglichst runde Körner
ohne deutliche Oberflächenrisse per Hand vorsortiert und danach in mehrere Kornklas-
sen klassiert (Tab. 5.1).
Tab. 5.1: Verwendete Kornklassen von Zementklinker bei Druckversuchen.
untere/obere Klassengrenze [mm]
3,15/4 4/5 5/6,3 6,3/8 8/10 10/12,5 12,5/16 16/20 20/25 25/31,5 31,5/40
mittlere Klassengröße x [mm]
3,575 4,5 5,65 7,15 9 11,25 14,25 18 22,5 28,25 25,75
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Versuchsablauf
Der Versuchsablauf lässt sich strukturiert in folgende Schritte einteilen:
• Positionierung des Partikels in einer stabilen Lage,
• Anfahren der beweglichen Platte in die Ausgangsposition,
• Nullabgleich der Wegstreckenmessung,
• Start der Messung und der Bewegung der Platte mit 6 mm/min = konst.,
• Abbruch der Messung und der Bewegung nach dem Hauptbruch,
• Speichern der Reaktionskräfte und der Wegstrecken zur weiteren Auswertung.
Erwartungsgemäß ist die Mindestanzahl der Versuche mit steigendem Partikeldurch-
messer gestiegen, weil die großen Partikel im Gegensatz zu den Kleineren eine höhere
Wahrscheinlichkeit von inneren Inhomogenitäten und Fehlstellen aufweisen. Anhand
der im Abschnitt 5.1.1 vorgestellten Vorgehensweise waren bei den kleinsten Kornklas-
sen bei beiden Zementklinkersorten 35 und bei den größten Kornklassen 70 Versuche
notwendig, um Erwartungswerte im Vertrauensbereich von 95% zu erhalten. Weil aber
die erste Annahme, einer normalverteilten Zielgröße, nicht erfüllt war (siehe Abschnitt
5.1.2), variierte die tatsächliche Anzahl der pro Kornklasse durchgeführten Messungen
zwischen 50 und 100.
Auswertungsvorgehen
Die von den drei Wegaufnehmern gemessenen Wege wurden gemittelt und gemein-
sam mit den Reaktionskräften im Kraft-Weg-Diagramm eingetragen (Abb. 5.3). Aus
diesem Diagramm sind folgende Hauptzielgrößen ausgewertet worden:
• die Bruchkraft FZ ist die höchste vor der sprunghaften Kraftänderung gemes-
sene Reaktionskraft (siehe auch Abb. 5.3),
• die Zerkleinerungsenergie AZ ist die integrale Auswertung des Kraft-Weg-
Diagramms bis zur Bruchkraft.
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Abb. 5.3: Aus Druckversuch ermitteltes Kraft-Weg-Diagramm: kenngezeichnet sind die
Bruchkraft FZ , Zerkleinerungsenergie AZ und nach der Hertzschen Pressung berechneter
Kraft-Weg-Verlauf.
5.2.2 Bruchwahrscheinlichkeit
Aus dem quantitativen Vergleich der statistischen Aussagen über die Güte der aus-
gewählten Verteilungsfunktionen (Tab. B.1) ist zu ersehen, dass die experimentell
ermittelten Bruchkräfte und Zerkleinerungsenergien einer Log-Normal-Verteilung mit
der definierten Dichtefunktion q(x), dem Erwartungswert E(X) und der Varianz V (X)
[103] folgen:
q(x) =

1√
2piσ2x
exp
{
− [ln(x)− µ]
2
2σ2
}
für x > 0,
0 für x ≤ 0,
(5.12)
E(X) = exp
(
µ+
σ2
2
)
, (5.13)
V (X) = exp
(
2µ+ σ2
)
exp
(
σ2 − 1) . (5.14)
Dabei bezeichnet x den Partikeldurchmesser und µ bzw. σ2 die Log-Normal-Parameter.
Die Verteilungsfunktionen stellen die Bruchwahrscheinlichkeit des Zementklinkers dar.
Sowohl die BruchwahrscheinlichkeitWF (inAbb. 5.4 über die gemessenen Bruchkräfte
eingetragen) als auch die Bruchwahrscheinlichkeit WA (in Abb. 5.5 über die ermittel-
ten Zerkleinerungsenergien eingetragen) der einzelnen Kornklassen gruppieren sich um
die im logarithmischen Wahrscheinlichkeitsnetz abgebildeten Geraden auch weit außer-
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halb des durch das erste (25%) und das dritte Quartil (75%) abgegrenzten Bereiches.
Dies verdeutlicht auch die Korrektheit der ausgewählten Log-Normal-Verteilung.
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Abb. 5.4: Bruchkräfte im logarithmischen Wahrscheinlichkeitsnetz: (a) Zementklinker A (b)
Zementklinker B. Die blauen durchgezogenen Linien stellen den Bereich zwischen dem ersten
und dem dritten Quartil dar. In der Legende sind die Kornklassen eingeführt.
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Abb. 5.5: Zerkleinerungsenergien im logarithmischen Wahrscheinlichkeitsnetz: (a) Zement-
klinker A (b) Zementklinker B. Die blauen durchgezogenen Linien stellen den Bereich zwischen
dem ersten und dem dritten Quartil dar. In der Legende sind die Kornklassen eingeführt.
Die Log-Normal-Parameter µF , σ2F bzw. µA, σ2A der Bruchwahrscheinlichkeit WF bzw.
WA sind über die mittleren Klassengrößen x (vereinfacht ist x in diesem Abschnitt dem
Partikeldurchmesser gleich gesetzt) in Abb. 5.6 als Markierungspunkte aufgetragen.
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Mit Hilfe der nicht nichtlinearen Optimierungsmethoden wurden die Trends der Log-
Normal-Parameter mit folgenden Beziehungen erfasst:
µF = κ1 [e
κ2x − eκ3x]0.5 , und σ2F = κ1x+ κ2, (5.15)
µA = κ1 [e
κ2x − eκ3x] , und σ2A = κ1x+ κ2. (5.16)
Dabei bezeichnen κ1, κ2, κ3 die Anpassungskoeffizienten (Tab. B.2).
Aus der Abb. 5.6 ist deutlich zu ersehen, dass der σ2F - bzw. σ2A-Parameter, welcher die
logarithmische Streuung der Bruchkräfte bzw. der Zerkleinerungsenergien beschreibt,
annähernd konstant bleibt bzw. nur mäßig ansteigt. Weil es sich dabei um einen Pa-
rameter der Log-Normal-Verteilung handelt, deuten diese Trends auf eine dem Par-
tikeldurchmesser proportional steigende Streuung der Bruchkräfte bzw. der Zerklei-
nerungsenergien hin. Im Falle des Parameters µF und µA ist es interessant, dass der
µF -Parameter für die beiden Zementklinkersorten annähernd gleich groß ist, aber der
µA-Parameter deutliche Unterschiede beim wachsenden Partikeldurchmesser der bei-
den Zementklinkersorten zeigt. Gleiche Schlussfolgerungen folgen aus der Gegenüber-
stellung der Standardabweichungen und der Erwartungswerte, welche im Anhang B.2
zu finden sind.
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Abb. 5.6: Graphische Darstellung der Parameter der Log-Normal-Verteilung: (a) Bruchwahr-
scheinlichkeit WF und (b) Bruchwahrscheinlichkeit WA.
5.2.3 Zusammenhang zwischen den Zielgrößen
In Abb. 5.7 sind die Zerkleinerungsenergien als Funktion der zugehörigen Bruchkräf-
te aufgetragen. In einer doppellogarithmischen Darstellung gruppieren sich die Mess-
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punkte um eine Gerade, welche in linearer Darstellung einer Potenzfunktionen mit den
Parametern κ1 und κ2 entspricht:
AZ = κ1F
κ2
Z . (5.17)
Für die Bestimmung der Anpassungskoeffizienten κ1, κ2 (Tab. B.4) wurde die qua-
silineare Regression (siehe Anhang B.1) eingesetzt. In Abb. 5.7 sind neben den er-
mittelten Wertepaaren FZ − AZ und den Regressionsgeraden auch die für einen Ver-
trauensbereich von 95% berechneten Vorhersagegrenzen der zukünftig zu erwartenden
Zerkleinerungsenergien dargestellt.
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Abb. 5.7: Zerkleinerungsenergien in Abhängigkeit von gemessenen Bruchkräften mit Regres-
sionsgeraden und Vorhersageintervall für zukünftige Zerkleinerungsenergien: (a) Zementklin-
ker A (b) Zementklinker B. In der Legende sind die Kornklassen eingeführt.
5.3 Ermittlung des Restitutionskoeffizienten ohne
Zwischenschicht
Die von Swiatek in [105] begonnenen Untersuchungen des geschwindigkeitsabhängi-
gen Restitutionskoeffizienten der in der Rohrmühle eingesetzten Mahlkugeln werden in
diesem Abschnitt um weitere Messungen mit kleinen Aufprallgeschwindigkeiten, einer
größeren Kugelgröße und dem Stoß von unterschiedlichen Kugelgrößen erweitert. Be-
sonderer Wert wird auf die Beschreibung der funktionalen Zusammenhänge zwischen
den Aufprallgeschwindigkeiten und den Restitutionskoeffizienten gelegt.
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5.3.1 Messvorbereitung
Die Ermittlung des Restitutionskoeffizienten erfolgte an zwei in [105] entwickelten Ver-
suchsständen. Hier werden anhand vereinfachter Skizzen die Versuchsanordnungen, die
wichtigsten Messparameter und im Weiteren der Messablauf sowie die entwickelten
Auswertungsmethoden vorgestellt.
Abb. 5.8: Versuchsanordnung: Pendelversuch links und freien Fallversuch rechts.
• freier Fallversuch
Die fallende Kugel prallt auf eine am Fundament (Abb. 5.8) montierte Auf-
prallplatte, welche mittels eines Rahmens fest gehalten wird. Als Mess- bzw.
Aufnahmegeräte dient eine Hochgeschwindigkeitskamera zur Aufnahme der Be-
wegung der frei fallenden Kugel und ein handelsübliches Mikrofon zur Aufnahme
der beim Aufprall der Kugel auf die Aufprallplatte erzeugten Geräuschpegel (für
die Messparameter der Messgeräte siehe Tab. 5.2). Um die Bildung eines Schat-
tens hinter der Kugel zu beseitigen, wurde der Messraum mit zwei Lichtquellen
belichtet.
• Pendelversuch
Jede der getesteten Kugeln wurde an einem 3 m langen, möglichst dünnen, reiß-
und dehnungsfesten Seil geklebt bzw. wurde die schwerste Kugel mit einer Öse zur
Befestigung des Seils versehen. Die anderen Enden der Seile wurden in einem Ge-
hänge so befestigt, dass es zwischen den Kugeln immer zum zentralen Stoß kam.
Dieser Versuchsstand wurde mit der Hochgeschwindigkeitskamera ausgestattet,
mit den gleichen Lichtquellen wie beim Fallversuch.
Versuchskörper
Für die Messungen wurden gegossene Mahlkugeln und aus einer Mühlenpanzerung
präparierte Aufprallplatten verwendet (Tab. 5.3). Zwei Kugelgrößen und die Auf-
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Tab. 5.2: Messparameter der verwendeten Aufnahmegeräte und Lichtquelle.
Videoaufnahme
Hochgeschwindigkeitskamera Typ SpeedCam+
Abtastfrequenz [kHz] 2, 048
Auflösung [Pix] 512x256
Dauer der Aufnahme [s] 0,5
Geräuschpegelmessung
Mikrofon Typ Sony ECM-F 8
Abtastfrequenz [kHz] 44
Lichtquelle
Leistung [kW] 2 + 0, 5
prallplatten wurden bereits in Arbeit [105] als Versuchskörper eingesetzt (siehe auch
Tab. 5.4). Die dritte hier verwendete Kugelgröße mit dem Durchmesser d = 90 mm
stellte die Firma Polysius AG zur Verfügung.
Tab. 5.3: Parameter der beim Fallversuch bzw. Pendelversuch eingesetzten Kugeln und Auf-
prallplatten.
Kugeldurchmesser 40, 65, 90 mm
Masse der Kugeln 205, 1.140, 3.097 g
Material der Kugeln Gusseisen mit 17% Chrom
Material der Aufprallplatten Gusseisen mit 12% Chrom und Härte 50HRC
Versuchsablauf
Eine strukturierte Vorgehensweise des Versuchsablaufes lässt sich für die zwei Messme-
thoden wie folgt zusammenstellen:
• Aufnahme einer Videosequenz bei dem Pendel- und Fallversuch
– Messraum und Beleuchtung vorbereiten,
– Aufnahme einer Videosequenz, welche als Hintergrundbild bei der nachfol-
genden Bearbeitung diente,
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– Aktivierung der Messaufnahme, welche aber erst später durch ein Signal von
der Lichtschranke für 0, 5 s (siehe Tab. 5.2) betätigt wird,
– Fallhöhe H0 der Kugel einstellen und fallen lassen bzw. beim Pendelversuch
nur eine Kugel in die Fallhöhe H0 auslenken,
– Entnahme der Kugel bzw. der Kugeln aus dem Messraum,
– Speichern der beiden Videosequenzen für die nachfolgende Bearbeitung.
• Geräuschpegelmessung beim freien Fallversuch
– Messraum vorbereiten,
– Aktivierung der Messaufnahme,
– Fallhöhe H0 der Kugel einstellen und fallen lassen,
– Abbruch der Messaufnahme nach mindestens zweimaligen Aufprallen der
Kugel auf die Aufprallplatte und Entnahme der Kugel aus dem Messraum,
– Speichern der Geräuschpegelaufnahme für die nachfolgende Bearbeitung.
Die Übersicht über die durchgeführten Messungen und die für die nachfolgende Be-
arbeitung von Swiatek [105] übernommenen Messergebnisse sind in Abhängigkeit von
den verwendeten Fallhöhen bzw. den Aufprallgeschwindigkeiten und den Kugeldurch-
messern in Tab. 5.4 zusammengefasst.
Tab. 5.4: Zusammenfassung der im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Messungen (a
≡ Geräuschpegelmessung, b ≡ Videoaufnahme) und den von Swiatek [105] übernommenen
Messergebnissen (≡ c).
Fallhöhe H0 [m] / Aufprallgeschwindigkeit ∆v [m/s]
d [mm] Versuch 0,01/0,4 0,05/1 0,1/1,4 0,2/2,0 0,5/3,1 1/4,4 1,5/5,4
40
Fall a a a c c c c
Pendel - - - c c c c
65
Fall a a a a+b+c c c c
Pendel - - - b+c c c c
90
Fall a a a b b b -
Pendel - b b b b b -
90-65 Pendel - b b b b b -
65-90 Pendel - b b b b b -
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Die Mindestanzahl der Messungen mit einer Kugel und einer Aufprallgeschwindigkeit
wurde mit der im Abschnitt 5.1.1 bzw. 5.1.2 erläuterten Vorgehensweise berechnet.
Im Laufe der Messungen hat sich gezeigt, dass die für eine Kugel und eine Aufprall-
geschwindigkeit ermittelten Restitutionskoeffizienten normalverteilt sind und damit
konnten die Erwartungswerte der Restitutionskoeffizienten nach 5 bis 10 Messungen
im Vertrauensbereich von 95% bestimmt werden.
Auswertungsvorgehen
Die Auswertung der Geräuschpegelmessung basiert hauptsächlich auf der Tatsache,
dass der Luftwiderstand beim freien Fall der Kugel vernachlässigt werden kann. Um
diese Annahme zu belegen, wurde die entsprechende Bewegungsgleichung [3] numerisch
gelöst:
y¨ = −g + 3
4
cw
ρL
d ρ
(y˙)2, (5.18)
mit:
cw =
24
Re
+
4√
Re
+ 0, 4 , (5.19)
Re =
y˙ d ρL
ηL
. (5.20)
Dabei bezeichnet g = 9, 81 m/s2 die Fallbeschleunigung, cw den Widerstandsbeiwert,
Re die Reynoldszahl, d den Durchmesser der Kugel, ρ = 7800 kg/m
3 die Dichte der
Stahlkugel, ρL = 1, 2 kg/m
3 die Luftdichte und ηL = 1, 8 · 10−5 kg/ms die dynamische
Viskosität der Luft.
Die numerische Lösung mit den Anfangsbedingungen für die Geschwindigkeit y˙(0) = 0,
die Fallhöhe y(0) = H0 und mit dem Startwert cw = 1000 ist für zwei Kugelgrößen und
vier Fallhöhen in Abb. 5.9 grafisch dargestellt. Als Referenzkurve dient der Geschwin-
digkeitsverlauf mit vernachlässigtem Luftwiderstand y¨ = −g. Es ist deutlich zu sehen,
dass bei den Kugelgrößen (d > 0, 01 m), welche für die Messungen verwendet wurden,
der Luftwiderstand keine Rolle spielt und demzufolge vernachlässigt werden darf.
Die Nachbearbeitung der aufgenommenen Videosequenzen und der Geräuschpegel er-
folgte in zwei im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Programmen, welche mit Hilfe der
Matlab-Programmierumgebung gefertigt wurden:
• Geräuschpegelmessung
Aus dem aufgenommenen Geräuschpegelverlauf wurde die Zeit Tf zwischen dem
ersten und dem zweiten Aufprall der Kugel auf die Aufprallplatte bestimmt (sie-
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Abb. 5.9: Änderung der Fallgeschwindigkeiten bei unterschiedlichen Fallhöhen H0 ≡ y(y˙ =
0) ohne und mit Berücksichtigung des Luftwiderstandes FW .
he Abb. 5.10(a)). Die Aufprallgeschwindigkeit lässt sich aus der eingestellten
Fallhöhe H0 berechnen,
∆v =
√
2gH0. (5.21)
Die Geschwindigkeit nach dem ersten Aufprall ∆v´ ist die Anfangsgeschwindigkeit
für die Rückprallbewegung v = −gt + ∆v´, welche in ihrem Kulminationspunkt
zu Null übergeht. Dieser Kulminationspunkt befindet sich genau in der Mitte der
Zeitskala zwischen dem ersten und dem zweiten Aufprall, so dass man für die
Zeit t = Tf/2 und die Geschwindigkeit v = 0 die anfängliche Geschwindigkeit
berechnen kann:
∆v´ = g
Tf
2
. (5.22)
Aus der Definition (4.7), erhält man letztendlich mit (5.21) und (5.22) den Re-
stitutionskoeffizienten:
(n) =
√
g
8H0
Tf . (5.23)
• Videoaufnahme
Den Anstoß für die Entwicklung dieses Programms entstand aus der persön-
lichen Kommunikation mit Reichardt und seiner Arbeit [76]. Die Bearbeitung
beruht auf der Zerlegung der Videosequenzen in einzelne Bilder, welche mittels
anschließender Bildtransformation zu einer logischen Matrix umgewandelt wer-
den. Es wird eine Kugel beim Fallversuch bzw. werden zwei Kugeln beim Pen-
delversuch in der logischen Matrix zunächst identifiziert und ihr Schwerpunkt
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Abb. 5.10: Beispiel der aufgenommenen und bearbeiteten Messsignale von: (a) der
Geräuschpegelaufnahme, (b) der Videoaufnahme.
bzw. ihre Schwerpunkte berechnet. Aus den Änderungen der Schwerpunkte lässt
sich bei der bekannten Abtastfrequenz und dem bekannten Kugeldurchmesser die
Fallgeschwindigkeit als Zeitfunktion bestimmen (Abb. 5.10(b)). An der durch
die Messpunkte gelegten Ausgleichsgeraden sind dann die Geschwindigkeiten vor
und nach dem Stoß bestimmt und die Restitutionskoeffizienten aus der Definition
(4.7) berechnet worden.
Eine genauere Beschreibung der Programmstruktur und der einzelnen Funktionen
würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen, so dass an dieser Stelle nur auf das
Struktogramm des Programms für die Auswertung des Fallversuchs (Pendelver-
such fordert nur kleine Änderungen im Programmablauf) und auf weiterführende
Literatur über Bilderbearbeitung hingewiesen wird, Anhang B.3 bzw. [118].
5.3.2 Abgleich der Messmethoden
Vor der eigentlichen Messung musste abgesichert werden, dass die von Swiatek [105]
übernommenen Messergebnisse mit den Ergebnissen der neuen Videoauswertung und
der Geräuschpegelmessung korrelieren. Dafür wurde eine Referenzmessung mit einer
Kugel d = 65 mm und einer Fallhöhe H0 = 0, 2 m durchgeführt (siehe auch Tab. 5.4).
Es hat sich herausgestellt, dass zwischen den übernommenen und den neu ermittelten
Werten eine Differenz von 2,5%, bezogen auf die neue Videoauswertung, bzw. 3,7%,
bezogen auf die Geräuschpegelmessung, vorliegt. Die neu ermittelten Werte lagen stets
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über den übernommenen Werten. Der Grund für den prozentualen Unterschied muss
nicht unbedingt in den Mess- bzw. Auswertungsmethoden gesucht werden, sondern
in der Einrichtung und der Bearbeitung der Aufprallplatte. Vor den neuen Messun-
gen wurde nämlich die Aufprallplatte geschliffen und für ihre Befestigung wurde eine
möglicherweise steifere Rahmenhalterung gefertigt. Zwischen den neuen Werten der
Videoauswertung und der Geräuschpegelmessung lag eine Differenz von ca. 1%.
Trotz der kleinen Diskrepanzen hat sich gezeigt, dass der funktionale Zusammenhang
für alle Messdaten problemlos ermittelt werden konnte.
5.3.3 Restitutionskoeffizient für unterschiedliche Stoßpartner
Die Mittelwerte der ermittelten Restitutionskoeffizienten in Abhängigkeit von der Auf-
prallgeschwindigkeit sind inAbb. 5.11 als Markierungspunkte mit den entsprechenden
Standardabweichungen dargestellt. Um den mit der steigenden Aufprallgeschwindigkeit
abfallenden Restitutionskoeffizienten mit einem funktionalen Zusammenhang beschrei-
ben zu können, wurden in anderen Arbeiten mehrere phänomenologische Ansätze de-
finiert z.B. [100, 87, 70]. Zwei Ansätze:
(n) =
κ1
(∆v + κ2)
κ3 [100], (5.24)
(n) =
1
1 +
∆v
κ1
[87], (5.25)
welche bereits erfolgreich in [76] an die Messdaten angepasst worden sind, wurden auch
in dieser Arbeit getestet. Der Ansatz von Spahn [100] weist dabei die kleinsten Qua-
dratsummen der Residuen auf (siehe Tab. B.5, Tab. B.6), so dass die Beziehung
(5.24) für die Beschreibung des geschwindigkeitsabhängigen Restitutionskoeffizienten
verwendet wird. Mit nichtlinearen Optimierungsmethoden lassen sich die Koeffizienten
κ1, κ2, κ3 unter der Randbedingung n(∆v = 0) = 1 bestimmen (siehe Anhang B.4 und
Tab. B.5 bzw. Tab. B.6).
Die ermittelten Funktionen sind ebenfalls in Abb. 5.11 für die untersuchten Stoßpart-
ner dargestellt worden. Es ist deutlich zu sehen, dass das Stoßpaar, welches aus zwei
gleich großen Kugeln besteht (weiter als Kugel-Kugel-Stoßpaar bezeichnet), einen höhe-
ren Restitutionskoeffizienten gegenüber dem Stoßpaar, welches aus einer Kugel und der
Aufprallplatte besteht (weiter als Kugel-Platte-Stoßpaar bezeichnet), aufweist. Dabei
zeigt sich, dass während des Stoßes wesentlich mehr kinetischen Energie bei der größten
und damit auch der schwersten Kugel dissipiert als bei den kleinen Kugeln.
5.3 Ermittlung des Restitutionskoeffizienten ohne Zwischenschicht 51
0 1 2 3 4 5 5.5
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
R
es
ti
tu
ti
o
n
sk
o
effi
zi
en
t
²
(n
)
[−
]
Geschwindigkeit ∆v [m/s]
 
 
K40 −P
K65 −P
K90 −P
(a)
1 2 3 4 5 5.5
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
R
es
ti
tu
ti
o
n
sk
o
effi
zi
en
t
²
(n
)
[−
]
Geschwindigkeit ∆v [m/s]
 
 
K40 −K40
K65 −K65
K90 −K90
(b)
Abb. 5.11: Ermittelte Restitutionskoeffizienten in Abhängigkeit von Aufprallgeschwindigkeit
mit Standardabweichungen: (a) Fallversuch und (b) Pendelversuch.
5.3.4 Gemischte Kugelgrößen beim Stoß
Die Messung erfolgte beim Pendelversuch mit zwei Kugelgrößen d = 65 und 90 mm,
wobei auch die Kugelanordnung gewechselt wurde. Zunächst befand sich die größere
Kugel in Ruhe und die Kleinere prallte auf sie (in Abb. 5.12 bezeichnet als K65-K90-
Stoßpaar). Danach wurde die Anordnung gewechselt und die Größere prallte auf die
kleinere Kugel (bezeichnet als K90-K65-Stoßpaar).
Die ermittelten Mittelwerte sind wieder als Markierungspunkte mit den zugehörigen
Standardabweichungen und den gemäß (5.24) ermittelten funktionalen Zusammenhän-
gen in Abb. 5.12 dargestellt. Ebenfalls sind in der Abbildung auch die im vorherigen
Abschnitt ermittelten Beziehungen für die Kugel-Kugel- und Kugel-Platte-Stoßpaare
einbezogen. Zunächst ist erwartungsgemäß belegt, dass die Anordnung K65-K90 und
K90-K65 gleiche Restitutionskoeffizienten liefert. Weiter ist aus Abb. 5.12 ersichtlich,
dass der Massenunterschied zwischen den Kugeln (65/90) gleiche energetische Verluste
verursacht, wie die beim Stoß zwischen der kleineren Kugel und der Platte.
Obwohl nicht näher untersucht wurde, wie groß der Massenunterschied sein muss, damit
diese Aussage noch ihre Gültigkeit behält, bildete sie einen Ausgangspunkt für die
Anwendung der experimentell ermittelten Restitutionskoeffizienten in den numerischen
Simulationen (siehe auch Abschnitt 6.2).
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Abb. 5.12: Ermittelte Restitutionskoeffizienten beim Pendelversuch, wo das stoßende Paar
aus unterschiedlichen Kugelgrößen besteht. Grafik stellt auch die Funktionen aus vorherigem
Abschnitt dar (K-P ≡ Kugel-Platte).
5.3.5 Restitutionskoeffizient für beliebige Kugelgrößen
Um die experimentell ermittelten geschwindigkeitsabhängigen Restitutionskoeffizienten
zukünftig für eine beliebige Kugelgröße ohne weitere Messungen verwenden zu können,
wurden die auf der Beziehung (5.24) basierenden funktionalen Zusammenhänge mit
einer schrittweise variierten Kugelgröße (∆d = 1 mm) interpoliert. Als geeignetes Ver-
fahren hat sich die kubische Hermite-Interpolation [96, 97] erwiesen.
Die somit erhaltenenWertetripel d−∆v−(n) bilden eine Matrix (als Flächendarstellung
in Abb. 5.13), aus der für ausgewählte diskrete Kugelgrößen der geschwindigkeitsab-
hängige Restitutionskoeffizient abgelesen werden kann (in Abb. 5.13 beispielhaft für
4 Kugelgrößen).
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(a) (b)
Abb. 5.13: Interpolierte Beziehung (5.24) für beliebige Kugelgrößen: (a) Kugel-Platte-
Stoßpaar und (b) Kugel-Kugel-Stoßpaar.
5.4 Ermittlung des Restitutionskoeffizienten mit
einer Zwischenschicht
In diesem Abschnitt wird näher auf die Messungen eingegangen, bei denen eine Mate-
rialschicht zwischen dem Kugel-Platte-Stoßpaar vorliegt.
Aufprallplatte
−v
Zwischenschicht
H0
h
Abb. 5.14: Versuchsanordnung bei Ermittlung des Restitutionskoeffizienten mit einer Mate-
rialschicht.
5.4.1 Messvorbereitung
Der für diese Messungen verwendete Fallversuchsstand sowie die Parameter der Auf-
nahmegeräte, die Vorgehensweise der Videoauswertung und die Versuchskörper sind
mit den Beschreibungen im vorherigen Abschnitt 5.3.1 identisch. Im Weiteren werden
das Versuchsgut und der tatsächliche Versuchsablauf kurz beschrieben.
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Versuchsgut
Neben dem, bei den meisten Messungen als Zwischenschicht verwendeten Zementklin-
ker A, sind Vergleichsmessungen mit Steinkohle durchgeführt worden. Im Gegensatz
zu den bei der Einzelkorn-Zerkleinerung verwendeten gröberen Fraktionen wurde für
die Ermittlung der Restitutionskoeffizienten ein Kornband im Bereich von 0− 0, 5 mm
festgelegt (siehe Abb. 5.15).
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Abb. 5.15: Korngrössenverteilungen der verwendeten Versuchsgüter.
Versuchsablauf
Der strukturierte Versuchsablauf kann folgendermaßen geschildert werden:
• Messraum und Beleuchtung vorbereiten,
• Zwischenschicht in der vordefinierten Höhe h anbringen (siehe Abb. 5.14),
• Aufnahme einer Videosequenz, welche als Hintergrundbild bei der nachfolgenden
Bearbeitung diente,
• Aktivierung der Messaufnahme, welche aber erst später durch ein Signal von der
Lichtschranke für 0, 5 s (siehe Tab. 5.2) betätigt wird,
• Fallhöhe H0 der Kugel einstellen und fallen lassen,
• Entnahme der Kugel aus dem Messraum und der Zwischenschicht von der Auf-
prallplatte,
• Speichern der beiden Videosequenzen für die nachfolgende Bearbeitung.
Um die Abhängigkeiten des Restitutionskoeffizienten von der Kugelgröße, der Auf-
prallgeschwindigkeit, dem Material und der Höhe der Zwischenschicht bestimmen zu
können, sind die Einflussparameter in folgenden Bereichen variiert worden:
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• Kugelgröße - d [mm] = 40 | 65 | 90
• Fallhöhe/Aufprallgeschwindigkeit - H0 [m]/∆v [m/s]
0,05/1 | 0,1/1,4 | 0,2/2 | 0,3/2,4 | 0,4/2,8 | 0,5/3,1 | 0,7/3,7 | 0,9/4,2 | 1,0/4,4 |
1,5/5,4
• Schichthöhe - h [mm] = 0, 5 | 1 | 1, 5 | 2, 0
• Material - Zementklinker, Steinkohle
Bei den Messungen hat sich gezeigt, dass die Restitutionskoeffizienten für eine Fallhöhe
normalverteilt sind. Mit der in der Kapitel 5.1.1 beschriebenen Vorgehensweise wurde
eine Mindestanzahl von 5 bis 10 Messungen festgestellt, so dass pro Fallhöhe stets 10
Messungen durchgeführt worden sind.
5.4.2 Restitutionskoeffizient als Funktion der Kugelgröße
Im Falle einer vorliegenden Zwischenschicht steigen die Restitutionskoeffizienten (hier
bezeichnet als ˜(n)) mit anwachsender Aufprallgeschwindigkeit für alle drei verwendeten
Kugelgrößen (Abb. 5.16). Nachdem ein nicht ausgeprägtes Maximum erreicht wird,
fallen die Restitutionskoeffizienten ˜(n) wieder ab und müssen sich stets den Restituti-
onskoeffizienten (n) nähern, weil die entsprechenden Kurven für (n) nicht überschritten
werden können.
Um die Abhängigkeit ˜(n) von der Kugelgröße und der Aufprallgeschwindigkeit besser
vergleichen zu können, wurde nach einer geeigneten Beziehung mittels der nichtlinea-
ren Optimierungsmethoden gesucht. Es hat sich gezeigt, dass man für die ermittelten
Restitutionskoeffizienten folgende Beziehung definieren kann (die Güte der Anpassung
ist in Tab. B.7 gegeben):
˜(n) =

0 für ∆v < ∆vG
κ1
(∆v + κ2)
κ3 −
κ˜1
(∆v + κ˜2)κ˜3
für ∆v > ∆vG
(5.26)
Wie in der Definition (5.26) angedeutet ist, existiert für jede Kugelgröße eine Grenz-
aufprallgeschwindigkeit ∆vG, unter der die Zwischenschicht nur komprimiert wird und
dabei die gesamte kinetische Energie in den Verdichtungs- aber möglicherweise auch
Zerkleinerungsvorgängen verbraucht wird. Der erste Term in der Beziehung (5.26) ent-
spricht dem im Kapitel 5.3.3 ermittelten geschwindigkeitsabhängigen Restitutionskoef-
fizienten (n) mit den zugehörigen Koeffizienten κ1, κ2, κ3 für das Kugel-Platte-Stoßpaar
ohne Berücksichtigung der Materialschicht (Tab. B.5). Der zweite Term beschreibt
die tatsächlich an der Zwischenschicht verlorene kinetische Energie. Die Koeffizienten
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κ˜1, κ˜2, κ˜3 und die entsprechenden Grenzaufprallgeschwindigkeiten ∆vG sind im Anhang
B.5 in Tab. B.7 eingeführt.
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Abb. 5.16: Abhängigkeit des Restitutionskoeffizienten von der Aufprallgeschwindigkeit und
der Kugelgröße. Zwischenschicht: Zementklinker, h = 1 mm.
5.4.3 Restitutionskoeffizient als Funktion der Schichthöhe
Wie bereits in [42] experimentell nachgewiesen wurde, sinkt der Restitutionskoeffizient
mit der steigenden Schichthöhe. Diese Tendenz und die mit steigender Schichthöhe im-
mer größeren Grenzaufprallgeschwindigkeiten ∆vG sind auch aus Abb. 5.17 deutlich
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Abb. 5.17: Abhängigkeit des Restitutionskoeffizienten von der Aufprallgeschwindigkeit und
der Schichthöhe h. Kugelgröße d = 65 mm, Zwischenschicht: Zementklinker.
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zu ersehen. Es lässt sich vermuten, dass bereits kleine Schichthöhen den Restitutions-
koeffizienten erheblich beeinflussen. Die Beziehung (5.26) beschreibt problemlos auch
die Abhängigkeit des Restitutionskoeffizienten von der Schichthöhe, was an den kleinen
Quadratsummen der Residuen zu sehen ist (siehe Tab. B.7). Die entsprechenden An-
passungskoeffizienten κ1, κ2, κ3, κ˜1, κ˜2, κ˜3 und die Grenzaufprallgeschwindigkeiten ∆vG
sind im Anhang B.5 in Tab. B.5 bzw. Tab. B.7 eingeführt.
5.4.4 Restitutionskoeffizient als Funktion des Materials
In den zwei vorherigen Abschnitten wurde gezeigt, wie stark der Restitutionskoeffizi-
ent von der Aufprallgeschwindigkeit abhängt. In [42] gruppieren sich aber die Mess-
daten um einen konstanten Mittelwert, unabhängig von der Aufprallgeschwindigkeit.
Ein ähnliches Ergebnis konnte hier für die untersuchte Steinkohle ermittelt werden
(Abb. 5.18). Im Gegensatz zum Zementklinker, bewirkt die Steinkohle wesentlich
kleinere Energieverluste.
Die feine Steinkohle neigte bei kleineren Schichthöhen bzw. größeren Aufprallgeschwin-
digkeiten zu explosionsartigen Vorgängen. Neben einem charakteristischen Knall hat
sich die Oberfläche der Kugel und der Platte im näheren Bereich des Kontaktes bräun-
lich verfärbt und es konnte der typische Geruch einer Verbrennung festgestellt werden.
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Abb. 5.18: Abhängigkeit des Restitutionskoeffizienten von der Aufprallgeschwindigkeit und
des Materials der Zwischenschicht für Kugelgröße d = 65 mm (dabei Bezeichnet P die Platte
ohne Materialschicht, PZ die Platte mit Zementklinker und PS die Platte mit der Steinkohle).
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5.4.5 Restitutionskoeffizient für beliebige Kugelgrößen
Mit der im Abschnitt 5.3.5 beschriebenen Vorgehensweise wurde auch der funktionale
Zusammenhang (5.26) über der Kugelgröße interpoliert. Die gebildete Fläche ist bei-
spielhaft für eine Materialschicht vom Zementklinker h = 1 mm gemeinsam mit den für
die vier ausgewählten Kugelgrößen entsprechenden Verläufen inAbb. 5.19 dargestellt.
Abb. 5.19: Interpolierte Beziehung (5.26) für beliebige Kugelgrößen beim Kugel-Platte-
Stoßpaar mit Berücksichtigung der Materialschicht aus Zementklinker (h = 1 mm).
6 Zusammenstellung der physikalischen
Stoßparameter
In den nachstehenden Abschnitten werden alle physikalischen Parameter der Kugeln
und der Panzerungen definiert, welche für die Beschreibung eines Stoßvorganges in
DEM-Simulationen eingesetzt werden. Ihr gerechtfertigter Einsatz wird aus dem Ver-
gleich der numerischen Lösung eines elementaren Zusammenstoßes, welcher den freien
Fall bzw. den Pendelversuch darstellt, mit den realen Hochgeschwindigkeitsaufnahmen
nachgewiesen.
6.1 Elastische Konstanten
Die elastischen Normal- und Tangentialkräfte zwischen zwei Kugeln bzw. einer Kugel
und einer Panzerung sind unter anderem Funktionen des Schubmoduls und der Pois-
sonschen Zahl (siehe (4.12) und (4.24)). In [105] wurde mit Hilfe einer hydraulischen
Presse unabhängig vom Mahlkugeldurchmesser ein E-Modul E = 162 GPa für die aus
Gusseisen gegossenen Mahlkugeln bestimmt. Mit der Annahme der Poissonschen Zahl
ν = 0, 3 lässt sich der Schubmodul folgendermaßen aus dem E-Modul umrechnen:
G =
E
2(1 + ν)
. (6.1)
Diese Werte werden in den DEM-Simulationen für alle Kugeln und Panzerungen gleich
und konstant gehalten.
6.2 Dämpfungsparameter
Die während des Stoßvorganges dissipierte kinetische Energie wird im implementierten
Kraftmodell durch die Dämpfungskonstante γ(n) (4.17) berücksichtigt, welche unter
anderem vom Dämpfungsparameter β abhängt. Im vorherigen Kapitel wurde nach-
gewiesen, dass die Menge der dissipierten Energie von der Aufprallgeschwindigkeit
und von der Kugelgröße abhängt. Um die kugelgrößen- und geschwindigkeitsabhän-
gige Energiedissipation in den DEM-Simulationen einzubeziehen, muss im Weiteren
der Dämpfungsparameter als eine Funktion der Kugelgröße und der Aufprallgeschwin-
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digkeit β = β(d,∆v) ermittelt werden. Dies gelingt mit einer Reihe von numerischen
Experimenten unter Berücksichtigung der Kenntnis von kugelgrößen- und geschwindig-
keitsabhängigen Restitutionskoeffizienten und den im Abschnitt 6.1 definierten elasti-
schen Konstanten.
Das numerische Experiment stellt eine iterative Lösung eines Anfangswertproblems
dar. Dabei wird bei einem elementaren Zusammenstoß einer Kugeln und einer Pan-
zerung bzw. von zwei Kugeln mit definierten Kugeldurchmessern d und der Aufprall-
geschwindigkeit ∆v der Anfangswert des Dämpfungsparameters β0 = 1 so lange mit
einem Bisektionsalgorithmus verändert, bis die Abweichung zwischen dem numerisch
ermittelten und dem gemäß der Beziehung (5.24) bzw. (5.26) berechneten Restituti-
onskoeffizienten in einem vorgeschriebenen Toleranzbereich liegt (nähere Beschreibung
im Anhang C.1). Mit dieser Vorgehensweise ist es möglich, in Analogie zu den in
Abschnitten 5.3.5, 5.4.5 vorgestellten Restitutionskoeffizienten eine Abhängigkeit des
Dämpfungsparameters von der Kugelgröße und der Aufprallgeschwindigkeit zu bestim-
men.
6.2.1 Dämpfungsparameter ohne Zwischenschicht
Die gewünschten Abhängigkeiten des Dämpfungsparameters lassen sich für die Kugel-
Platte- und für die bei Kugeln gleicher Größe existierenden Kugel-Kugel-Stoßpartner
direkt aus dem oben beschriebenen numerischen Experiment bestimmen (Abb. 6.1).
Im Gegensatz dazu muss für die Kugel-Kugel-Stoßpartner bei ungleicher Kugelgröße die
Abb. 6.1: Kugelgrößen- und geschwindigkeitsabhängiger Dämpfungsparameter β = β(d,∆v)
für Kugel-Platte-Stoßpartner (die schwarzen Kurven entsprechen den Kugelgrößen, welche in
den nachfolgenden Simulationen der Kugelmühlen verwendeten werden).
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im Abschnitt 5.3.4 geschilderte Schlussfolgerung angenommen werden. In diesem Fall
wird davon ausgegangen, dass der Restitutionskoeffizient dem für die kleinere am Stoß
beteiligte Kugel nach dem Kugel-Platte-Stoßmodell entspricht. Für einen diskreten Ku-
geldurchmesser kann bei allen möglichen Stoßpartnern der geschwindigkeitsabhängige
Dämpfungsparameter β = β(∆v) durch folgende Beziehung beschrieben werden:
β = κ1 (∆v)
κ2 . (6.2)
Die Anpassungskoeffizienten κ1 und κ2 sind im Anhang C.2 in Tab. C.1 und Tab. C.3
für alle möglichen Stoßpartner zusammengefasst.
6.2.2 Dämpfungsparameter mit Zwischenschicht
Anhand der von der Firma Polysius AG zur Verfügung gestellten praktischen Erfah-
rungen wurde aus dem geometrischen Vergleich der Mühlenfüllungsvolumen einer nur
mit Mahlkörpern und einer mit Mahlkörpern und Mahlgut gefüllten Mühle eine theo-
retisch erreichbare Zwischenschichthöhe von h = 1 mm abgeschätzt. Aus diesem Grund
werden im Weiteren die Dämpfungsparameter für die Zwischenschichthöhe h = 1 mm
ermittelt und in nachfolgenden DEM-Berechnungen verwendet.
Weil im Falle einer vorliegenden Zementklinkerschicht nur die Restitutionskoeffizien-
ten für die Kugel-Platte-Stoßpartner experimentell ermittelt wurden, musste eine An-
nahme für die im erwähnten numerischen Experiment notwendige Vergleichsgröße für
die Kugel-Kugel-Stoßpartner getroffen werden. Vereinfachend wurde festgelegt, dass
für alle möglichen Kombinationen, welche zwischen Kugel-Kugel-Stoßpartnern ent-
stehen können, die ermittelten Restitutionskoeffizienten der Kugel-Platte-Stoßpartner
eingesetzt werden. Die vom numerischen Experiment gewonnenen Matrizen erhalten
die gewünschten Abhängigkeiten, welche beispielhaft für den Fall der Kugel-Platte-
Stoßpartner in Abb. 6.2 dargestellt sind. Für einen diskreten Kugeldurchmesser kann
bei allen möglichen Stoßpartner-Fällen der geschwindigkeitsabhängige Dämpfungspa-
rameter β˜ = β˜(∆v) durch folgende Beziehung beschrieben werden:
β˜ =

1 für ∆v ≤ ∆vG,
κ˜1∆v + κ˜2
κ˜3 (∆v)
2 + κ˜4∆v + κ˜5
für ∆v > ∆vG.
(6.3)
Dabei sind die Grenzgeschwindigkeiten ∆vG in (6.3) und (5.26) identisch. Bei genaue-
rer Untersuchung hat sich ergeben, dass beim Überschreiten von β˜ = 1 der Restitu-
tionskoeffizient nahezu Null für alle möglichen Stoßpartner-Fälle bleibt. Dieser Wert
ist dann in der Beziehung (6.3) für alle unterhalb der Grenzgeschwindigkeit liegenden
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Abb. 6.2: Kugelgrößen- und geschwindigkeitsabhängiger Dämpfungsparameter β˜ = β˜(d,∆v)
für die Kugel-Platte-Stoßpartner unter Berücksichtigung einer Zementklinkerschicht von h =
1 mm (die schwarzen Kurven entsprechen den Kugelgrößen, welche in den nachfolgenden
Simulationen der Kugelmühlen verwendeten werden).
Aufprallgeschwindigkeiten konstant zu halten. Die Anpassungskoeffizienten κ˜1 bis κ˜5
der Beziehung (6.3) sind im Anhang C.2 in Tab. C.2 und Tab. C.4 zusammengefasst.
6.3 Gleitreibungskoeffizienten
Der in der Beziehung (4.25) auftretende Gleitreibungskoeffizient f wurde für einige
ausgewählte Stoßpartner mit sowie ohne Berücksichtigung der Zementklinkerschicht
(bei feiner Fraktion des Zementklinkers A) in den Arbeiten [83, 105] untersucht. Der
Gleitreibungskoeffizient wurde als unabhängig von der Mahlkugelgröße und der Gleit-
geschwindigkeit einerseits sowie nur leicht abhängig von der auf die Kugel wirkende
Auflast anderseits gefunden. Im Weiteren wurde festgestellt, dass die gemessenen Gleit-
reibungskoeffizienten normalverteilt sind [83].
Folgende Zahlenwerte wurden experimentell ermittelt (Mittelwert ± Standardabwei-
chung):
• Gleitreibungskoeffizient ohne Materialschicht
f = 0, 32± 0, 044
• Gleitreibungskoeffizient mit Materialschicht
f˜ = 0, 35± 0, 047
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6.4 Implementierung und Validierung der
Parameterauswahl
Alle in diesem Kapitel definierten Stoßparameter wurden in einer Datenbank erfasst,
auf welche an entsprechenden Berechnungsstellen im Laufe der DEM-Simulation zu-
rückgegriffen wird. Die elastischen Konstanten und die Gleitreibungskoeffizienten der
zu simulierenden Kugeln werden in der Phase der Modellgestaltung aufgerufen (zur
Ergänzung siehe Struktogramm in A.5). Dagegen ist im Fall des von der Aufprallge-
schwindigkeit abhängigen Dämpfungsparameters eine gesonderte Zugrifsstelle in der
Berechnungsphase notwendig. In jedem Berechnungsschritt werden nach der Kontakt-
detektion spezielle, mit Stoßinformationen gefüllte Matrizen des aktuellen und letzten
Zeitschrittes verglichen. Für alle Kontakte, welche als neu entstandene ausgewertet
werden, wird die Aufprallgeschwindigkeit ∆v sowie der Dämpfungsparameter gemäß
der Beziehungen (6.2) bzw. (6.3) ermittelt und in die Bewegungsgleichungen für die
Beschreibung des restlichen Stoßvorganges eingesetzt.
Zur Validierung der in der Datenbank erfassten Stoßparameter wurde die Bewegung der
Kugeln sowohl beim freien Fall als auch beim Pendel numerisch untersucht und mit den
aus der Bearbeitung der experimentell aufgenommenen Hochgeschwindigkeitsaufnah-
men ermittelten Geschwindigkeitsänderungen verglichen. Aus Abb. 6.3 ist ersichtlich,
dass die experimentellen Messpunkte und die von einer DEM-Simulation erhaltenen
Geschwindigkeitsänderungen miteinander korrelieren. Im Anhang C.3 sind weiterhin
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Abb. 6.3: Gegenüberstellung des experimentell und numerisch ermittelten Geschwindigkeits-
verlaufes einer Kugel beim freien Fall für: (a) Stoßparameter ohne Zementklinkerschicht und
(b) Stoßparameter mit Berücksichtigung der Zementklinkerschicht.
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Momentaufnahmen der beim Pendelversuch stoßenden Kugeln zu finden. Obwohl man
für den numerischen Pendelversuch zusätzliche Parameter, welche die Bindungskräf-
te des Seils darstellen, definieren muss, stimmen auch in diesem Fall die errechneten
Bewegungen überein.
7 Simulationen der Bewegungs- und
Beanspruchungsvorgänge in einer
Kugelmühle
Dieses Kapitel befasst sich systematisch mit den im DEM-Modell definierbaren Ein-
flussparametern, sowie mit der Berechnungsweise und den angewendeten Visualisie-
rungsprinzipien für die Zielgrößen.
7.1 Systematische Betrachtung eines DEM-Modells
der Kugelmühle
Eine reale Zweikammer-Kugelmühle mit dem Mühlendurchmesser von D = 5, 4 m
und einer Mühlenlänge von L = 17 m enthält bei einem durchschnittlichen Mahlkör-
perfüllungsgrad von φMK = 31, 5% annähernd 464 t Mahlkörper. Dies entspricht je
nach vorgegebener Mahlkörpergattierung ca. 6 · 106 Mahlkugeln. Unter weiterer Be-
rücksichtigung der Zementklinkerkörner als einzelne Elemente übersteigt die gesam-
te Elementeanzahl schnell die Rechenkapazitäten und wegen der Notwendigkeit von
extrem kleinen Zeitschritten die realistischen Berechnungszeiten der heutzutage exis-
tierenden Hochleistungsrechner, auch wenn aus dem Bereich der Molekulardynamik
bereits Simulationen mit 100 · 106 Elementen gemeldet wurden [66]. Um die nachfol-
genden DEM-Simulationen rechentechnisch zu bewältigen, werden folgende Beschrän-
kungen festgelegt:
• die Zementklinkerkörner werden nicht geometrisch nachgebildet sondern durch
die Stoßparameter in einigen Simulationen mitberücksichtigt,
• die Mahlkörper werden als kugelförmige Elemente abgebildet,
• es wird nur die Grobzerkleinerugskammer der Kugelmühle mit den entsprechen-
den betrieblichen und konstruktiven Parametern in zwei- und dreidimensionalen
Simulationen nachgebildet.
Für jede DEM-Berechnung müssen die maschinenbezogenen und modellbezogenen Ein-
flussparameter definiert werden. In Abb. 7.1 ist eine systematische Einteilung der
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wichtigsten Einflussparameter und der für diese Arbeit festgelegten Zielgrößen darge-
legt, welche in den nachfolgenden Abschnitten genauer behandelt werden.
Systemelemente
Maschinenbezogene
Einflussgrößen
werkstoffliche
betriebliche
konstruktive
Lösungsparameter
Stoßparameter
Stoff/Energie/Maschine
Merkmale
 - Mühlendurchmesser
 - Panzerungsform
 - Mahlkörpergattierung
          - Mahlkörperfüllungsgrad
          - Drehzahl
               - elastische Konstanten
               - Massendichte
X1,j X2,j Yk
Yk = f(Xi,j)
DEM modellbezogene
Einflussgrößen
Systembezogene
 Zielgrößen
 - Kontaktmodell
 - Integrationsverfahren
 - Zeitschritt
                          - Dämpfung
                          - Reibung
           - Leistungsaufnahme
           - Geschwindigkeiten
           - Aufprallenergien
           - Stoßkräfte
Abb. 7.1: Systembetrachtung des DEM-Modells einer Kugelmühle.
7.2 Wahl der Einflussparameter zur Durchführung
der Parameterstudien
Die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten numerischen Untersuchungen mit einer ein-
heitlichen Panzerungsform (Abb. 7.2) können grundsätzlich in vier Parameterstudien
gegliedert werden. Nachfolgend werden die Ziele und die wichtigsten Parameterfestle-
gungen der einzelnen Studien behandelt und dann zusammenfassend in einer Übersicht
in Tab. 7.2 dargelegt.
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Abb. 7.2: Schematische Darstellung der in den Simulationen verwendeten Panzerungsform
mit der Bezeichnung der wichtigsten Abmessungen (Tab. 7.1).
Gegenüberstellung der Leistungsaufnahme bei konstanten Einflussparametern
Für diese Parameterstudie wurden die konstruktiven und betrieblichen Einflusspara-
meter in Anlehnung an die von der Firma Polysius AG zur Verfügung gestellten Daten
einer realen Kugelmühle festgelegt. Dabei sind die Stoßparameter, insbesondere der
Dämpfungsparameter, so ausgewählt, dass ein geschwindigkeitsunabhängiger Restitu-
tionskoeffizient (n) = 0, 5 für alle Stoßpartner gesichert wird. Diese Studie, welche mit
einem zwei- und dreidimensionalem Modell durchgeführt wird, dient zum Abgleich der
numerisch berechneten und der an einer realen Mühle gemessenen Leistungsaufnahme.
Vergleich der Zielgrößen bei Variation des Dämpfungsparameters
Bei dieser Parameterstudie wurden die maschinenbezogenen Parameter sowie der für
alle Kontaktpaare gleiche Gleitreibungskoeffizient konstant gehalten. Für den Dämp-
fungsparameter wurden drei Ansätze verwendet und deren Auswirkung auf die Ziel-
größen ermittelt. Der erste Ansatz mit einem stoßpartnerabhängigen Dämpfungspara-
meter β = β(d) gewährleistet für alle Stöße einen konstanten Restitutionskoeffizient
(n) = 0, 5. Die zwei weiteren Ansätze entsprechen den in den Abschnitten 6.2.1 und
6.2.2 ermittelten geschwindigkeitsabhängigen Beziehungen.
Vergleich der Zielgrößen bei Variation des Mühlendurchmessers
Bei konstanten betrieblichen Parametern, statistisch gewählten Gleitreibungskoeffizien-
ten und Dämpfungsparametern, welche die Materialschicht mitberücksichtigen, wurde
der Mühlendurchmesser variiert (D = 5, 4, 4, 5 und 3, 6 m) und die entsprechenden
Zielgrößen miteinander verglichen. Die Entscheidung für die statistisch verteilten Stoß-
parameter basiert auf der Tatsache, dass man die beim Stoß vorhandene Schichthöhe
nicht voraussetzen kann, wodurch immer andere Dämpfungsparameter sowie Gleitrei-
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bungskoeffizienten zu erwarten sind.
Die Gleitreibungskoeffizienten wurden über die vorhandene Kugelanzahl mit den im
Abschnitt 6.3 erwähnten Parametern normalverteilt (Abb. 7.3(a)). Die gewünschten
normalverteilten Gleitreibungskoeffizienten erhält man mit folgender Transformation
einer um den Erwartungswert µ mit der Standardabweichung σ normalverteilten ge-
normten Zufallszahl Φ:
f˜ = µ+ σ Φ. (7.1)
Die Generierung der geschwindigkeitsabhängigen Dämpfungsparameter erfordert eine
andere Vorgehensweise. Für die numerische Nachbildung der variierenden Zwischen-
schichthöhe stellt die Beziehung (6.3) eine obere Grenze, bzw. die Beziehung (6.2) eine
untere Grenze für die Parametergenerierung dar. Es wird davon ausgegangen, dass
mehr Stöße mit ausgeprägtem dissipativen Verhalten zu erwarten sind. Aus diesem
Grund wurde nach einem Zufallsgenerator gesucht, welcher die aufprallgeschwindig-
keitsabhängigen Dämpfungsparameter in einem durch die oberen und unteren Grenz-
fälle abgegrenzten Bereich generiert. Diese Forderung erfüllt ein relativ leicht in den
DEM-Algorithmus zu implementierender Zufallsgenerator, welcher die Zufallszahlen ge-
mäß einer begrenzten Gammaverteilung generiert. Um das Ergebniss zu verdeutlichen,
sind in Abb. 7.3(b) für eine diskrete Aufprallgeschwindigkeit die vom implementierten
Zufallsgenerator erhaltenen Dämpfungsparameter dargelegt.
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Abb. 7.3: Statistisch verteilte Stoßparameter: (a) Gleitreibungskoeffizient und (b) Dämp-
fungsparameter (für eine diskrete Aufprallgeschwindigkeit und 5.000 Generierungszyklen).
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Vergleich der Zielgrößen bei Variation der Panzerungsgröße
Für diese Studie wurden die gleichen Parametereinstellungen verwendet und gleiche
Ziele festgelegt wie im Falle der Variation des Mühlendurchmessers. Der einzige Unter-
schied besteht darin, dass nicht der Mühlendurchmesser, sondern die Panzerungsgröße
variierte. Eine Übersicht über die wichtigsten Abmessungen, mit welchen die geometri-
sche Ähnlichkeit der Panzerungen konstant gehalten wird, ist in Tab. 7.1 enthalten.
Tab. 7.1: Abmessungen der in Simulationen verwendeten Panzerungen.
Typ a [m] b [m] c [°] d [m] e [m] f [m] R1 [m] R2 [m] R3 [m]
PA 0,0785 0,070 18 0,0155 0,003 0,060 D/2 0,005 0,300
PB 0,157 0,095 18 0,031 0,006 0,060 D/2 0,020 0,300
PC 0,314 0,130 18 0,062 0,012 0,060 D/2 0,020 0,300
PD 0,628 0,178 18 0,124 0,024 0,060 D/2 0,020 0,300
Tab. 7.2: Zusammenfassung der in Parameterstudien verwendeten Einflussparameter (gen. -
bedeutet nach einer statistischen Verteilung generiert).
Parameterstudien 12D / 13D 2 3 4
Mühlendurchmesser D [m] 5, 4 5, 4 variiert 5, 4
Mühlenlänge L [m] - / 5,2 - - -
Panzerungen Typ PC PC PC variiert
Mahlkörpergatt.
d = 90 mm [%] 35, 10 20 20 20
d = 80 mm [%] 28, 80 25 25 25
d = 70 mm [%] 23, 20 30 30 30
d = 60 mm [%] 12, 90 25 25 25
Drehzahl ψ [%] 75 75 75 75
Füllungsgrad φMK [%] 30, 6 32 32 32
Schermodul G [GPa] 62, 3 62, 3 62, 3 62, 3
Poissonsche Zahl ν [−] 0, 3 0, 3 0, 3 0, 3
Gleitreibungskoeff. f [−] 0, 35 0, 3 gen. gen.
Dämpfungsparameter β [−] β = β(d) variiert gen. gen.
Zeitschritt ∆t [s] 1 · 10−6 1 · 10−6 1 · 10−6 1 · 10−6
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7.3 Erreichung des stabilen Betriebszustandes
In der Modellierungsphase werden die Mahlkugeln an zufälligen Stellen des gesam-
ten Mühlenquerschnittes generiert. Danach wird mit den ersten Berechnungsschritten
eine Ausgangskonfiguration erreicht, welche dem stationären Stillstand entspricht. Um
schließlich den gewünschten Betriebszustand zu erreichen, wird während der ersten
Mühlenumdrehungen die Summe der kinetischen Energien, der translatorischen sowie
der rotatorischen Bewegungen von allen Mahlkugeln ausgewertet (Abb. 7.4). Obwohl
sich gezeigt hat, dass bereits nach einer Mühlenumdrehung der stabile Betriebszu-
stand erreicht wird, werden alle zu untersuchenden Zielgrößen erst während der dritten
Mühlenumdrehung ermittelt.
0 2 4 6 8 10 12
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
k
in
.
E
n
er
g
ie
Σ
E
k
[k
J
]
simulierte Zeit t[s]
Abb. 7.4: Die während der ersten drei Mühlenumdrehungen, zu entsprechenden Zeitpunkten
aufsummierte kinetische Energie der Mahlkugeln (eine Umdrehung 4, 3 s).
7.4 Festlegung der Berechnungsprinzipien von
ausgewählten Zielgrößen
Während der numerischen Berechnung wurden repräsentative Informationen über die
auftretenden Stöße in einer Datenmatrix gesammelt, welche anschließend zur Auswer-
tung der gewünschten Zielgrößen zur Verfügung stand. Um möglichen Missverständnis-
sen oder Unstimmigkeiten bezüglich der ausgewerteten Zielgrößen vorzubeugen, werden
hier die wichtigsten Berechnungsprinzipien der Zielgrößen erläutert.
Die kinematischen und dynamischen Zielgrößen werden in Normalen- sowie in Tangenti-
alrichtung ausgewertet. In Normalenrichtung sind die relative Aufprallgeschwindigkeit
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(4.4), die relative kinetische Energie (Ableitung im Anhang A.3, Beziehung (A.21))
und die für den jeweiligen Stoßvorgang maximale Reaktionskraft von besonderer Be-
deutung. In Tangentialrichtung sind es die relativen Aufprallgeschwindigkeiten (4.5)
sowie die für den jeweiligen Stoßvorgang maximale Reaktionskraft. In der Gruppe der
globalen Zielgrößen werden die Summe der relativen kinetischen Aufprallenergien Θ
(7.2) und die Stoßfrequenz fs (7.3) dargestellt.
Θ =
Nu∑
i=1
(
∆E
(n)
k
)
i
(7.2)
fs =
N
Tu
(7.3)
Dabei bezeichnet N die Anzahl der während einer Mühlenumdrehung registrierten Stö-
ße und Tu die Periodendauer einer Mühlenumdrehung.
Eine weitere Zielgröße stellt die Leistungsaufnahme dar. Sie kann im Laufe der nu-
merischen Berechnung aus der Summation der dissipierten Energie einerseits und aus
der Summation der an die Panzerungen wirkenden Drehmomente anderseits erhalten
werden [18]. Im Rahmen dieser Arbeit wird die zu letzt genannte Vorgehensweise einge-
setzt, bei der in jedem Zeitschritt alle aus den Kugel-Panzerung-Stößen resultierenden
Drehmomente aufsummiert und mit der Winkelgeschwindigkeit des Mühlenzylinders
ωM multipliziert werden. Die Kugeln, welche nicht im direkten Kontakt mit einer Pan-
zerung stehen, leisten keinen Beitrag zur Leistungsänderung. Diese Vorgehensweise
lässt sich mathematisch wie folgt definieren:
Pt =
(
NP∑
j=1
~˜rj × ~Fj
)
· ~ωM . (7.4)
Dabei bezeichnet NP die Anzahl der im aktuellen Zeitschritt t existierenden Kugel-
Panzerung-Stöße und ~˜r bzw. ~F den im Kapitel 4 definierten Ortsvektor des Stoßmit-
telpunktes bzw. die auf die Kugel wirkende Gesamtkraft. Die so berechnete Leistungs-
aufnahme schwankt während der Mühlendrehung um einen mittleren Wert P , der für
die nachfolgenden Auswertungen eine repräsentative Leistungsaufnahme darstellt.
Die auf diese Weise berechnete Leistungsaufnahme der Mühle im dreidimensionalen
Modell kann direkt mit realen, gemessenen Werten verglichen werden. Im Gegensatz
dazu lässt sich die so berechnete Leistungsaufnahme im zweidimensionalen Modell P˜
nicht direkt mit realen Werten vergleichen. Obwohl dem zweidimensionalen Modell
keine Mühlenlänge vorgegeben wird, entspricht die durchschnittliche Mahlkugelgröße
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d¯ einer endlichen Mühlenlänge, mit welcher sich die Leistungsaufnahme P˜ vereinfacht
auf die tatsächliche Mühlenlänge L umrechnen lässt:
P = P˜
L
d¯
. (7.5)
Die so umgerechnete Leistungsaufnahme kann nun mit den realen, gemessenen Werten
und mit den Ergebnissen der dreidimensionalen Berechnung verglichen werden.
7.5 Visualisierungsprinzipien
Die Darstellung der Zielgrößen in Hinsicht auf ihre örtliche Verteilung ist durch die
vorgenommene Einteilung der Mühlenquerschnittsebene in mehrere Sektoren möglich.
Die Aufprallgeschwindigkeiten, die kinetischen Energien, die Stoßkräfte usw. können
nach Stoßkoordinaten den entsprechenden Sektoren zugeordnet werden bzw. können
in den einzelnen Sektoren weiter detailliert untersucht werden (siehe Anhang D). Die
Mühlenquerschnittsebene wurde in radialer und meridianer Richtung durch konzentri-
sche Kreise und längliche Schnitte insgesamt in 6.000 Sektoren eingeteilt.
Abb. 7.5: Sektorenweise Einteilung der Mühlenquerschnittsebene für die Darstellung der
örtlich verteilten Zielgrößen.
Im Weiteren hat sich während der Auswertungsphase gezeigt, dass die Zielgrößen von
verschwindend kleinen bis zu sehr hohen Zahlenwerten in unterschiedlichen Häufigkei-
ten auftreten. Um die Aussage auch graphisch darzustellen, sind Häufigkeitsspektren
in doppellogarithmischer Darstellung erstellt worden, wobei jede Dekade der Abszisse
in 137 Klassen mit einem konstanten Stufensprung ϕ = 10
1
137 eingeteilt wurde. Der
tatsächliche Betrag einer Zielgröße stellt somit ein Zuordnungskriterium zur entspre-
chenden Klasse an der Abszisse und die absolute Klassenhäufigkeit eine repräsentative
Größe an der Ordinate dar.
8 Ergebnisse der numerischen
Untersuchungen
In diesem Kapitel werden die wichtigsten Zielgrößen der im Abschnitt 7.2 vorgestell-
ten numerischen Berechnungen dargelegt. Ein visueller Vergleich der Bewegungsprofile
des zwei- und dreidimensionalen Modells wird auf die Reduzierung der räumlichen
Freiheitsgrade bei der durchgeführten Variation der Stoß- sowie zweier konstruktiver
Parameter hinweisen.
8.1 Gegenüberstellung der Leistungsaufnahme
Die Firma Polysius AG [67] hat experimentell ermittelte Leistungsaufnahme einer rea-
len Kugelmühle (Parameter 1 in Tab. 7.2) in Abhängigkeit vom Massenstrom des
sich im Umlauf befindlichen Mahlgutes zur Verfügung gestellt. Weil die in numerischen
Modellen eingestellten Stoßparameter das Mahlgut nicht berücksichtigen, wurden die
Messdaten bis zur Leistungsaufnahme einer nur mit Stahlkugeln gefüllten Mühle extra-
poliert. Der auf diese Weise erhaltene Vergleichswert sowie die numerisch berechneten
Leistungsaufnahmen werden in Abb. 8.1 miteinander verglichen. Die dreidimensionale
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Abb. 8.1: Vergleich der numerisch ermittelten Leistungsaufnahmen mit einem experimentell
bestimmten Vergleichswert.
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bzw. die zweidimensionale DEM-Simulation weist eine um 7,1% bzw. eine um 15,5%
kleinere Leistungsaufnahme im Vergleich zu dem aus den Messdaten ermittelten Ver-
gleichswert auf. Zwischen den beiden numerischen Berechnungen liegt ein prozentualer
Unterschied von 9%.
Die bei dem dreidimensionalen Modell entstandene Diskrepanz ist im Wesentlichen
auf die Geometrie der Seitenwände zurückzuführen, da die Seitenwände vereinfacht
mit glatten Oberflächen nachgebildet wurden. Im Gegensatz dazu besitzen die realen
Seitenwände eine komplizierte Profilierung, an welcher ebenfalls Arbeit geleistet wird.
Dies betrifft auch das zweidimensionale Modell, welches die Seitenwände gar nicht be-
rücksichtigt. Im Fall des zweidimensionalen Modells muss auch die im Gegensatz zum
dreidimensionalen Modell kleinere Kugelpackungsdichte in Betracht gezogen werden,
was zu wenigeren Stoßereignissen und somit auch zur Abnahme der an den Wänden
geleisteten Arbeit führt.
Es ist aber deutlich zu sehen, dass unter der Berücksichtigung der erwähnten geome-
trischen Vereinfachungen sich die ermittelten Diskrepanzen minimieren lassen und die
numerisch berechnete Leistungsaufnahme der zwei- sowie dreidimensionalen Berech-
nung für die Planung und Projektierung einer Kugelmühle verwendet werden kann.
Der Vergleich der Leistungsaufnahmen stellt zugleich eine Art der Modellvalidierung
dar.
8.2 Vergleich der Bewegungsprofile einer 2D und 3D
Simulation
Anhand der Bilder (a) und (b) in Abb. 8.2 lassen sich die geometrischen Formen der
Schüttung und die Geschwindigkeitsverteilungen der zwei- und dreidimensionalen Mo-
delle vergleichen.
In Abb. 8.2(a) sind die Mühlenquerschnitte des zweidimensionalen Modells (farbko-
diert) und des dreidimensionalen Modells (grau kodiert) übereinandergelegt, wobei es
sich im Falle der dreidimensionalen Berechnung um einen Querschnitt in der Mitte der
Mühle handelt. Es ist ersichtlich, dass die Mühlenfüllungen beinahe identische Formen
aufweisen. In Abb. 8.2(b) sind die Querschnitte in der Mitte (farbkodiert) und am
Rand (grau kodiert) der Mühle des dreidimensionalen Modells. Es ist zu erkennen, dass
sich in Folge der zusätzlichen Reibung an den Seitenwänden der Ablösepunkt erhöht
und somit die Form der Mühlenfüllung beeinflusst wird. Die Form des unteren Umlenk-
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bereichs ist allerdings bei beiden Querschnitten nahezu identisch. Demzufolge muss die
Kugelpackung am Rande der Mühle im oberen Umlenkbereich mehr aufgelockert sein,
als in der Mitte der Mühle.
Die Farbkodierung in Abb. 8.2(a) und (b) entspricht der translatorischen Geschwin-
digkeit der Kugeln. Man erkennt, dass die maximalen Geschwindigkeiten sowie die
Geschwindigkeitsverteilungen tatsächlich nahezu identisch sind. Folglich werden mit
gleichen Stoßparametern und gleichem Kontaktmodell auch dementsprechend gleiche
relative kinetische Aufprallenergien sowie Reaktionskräfte in dem zwei- bzw. dem drei-
dimensionalen Modell erwartet. Basierend auf dieser Tatsache werden für die nach-
folgenden numerischen Untersuchungen ausschließlich zweidimensionale Modelle und
entsprechende DEM-Algorithmen verwendet.
(a) (b)
Abb. 8.2: Momentaufnahmen von bewegten Mühlenfüllungen: (a) des zweidimensionalen
Models (farbkodiert) und eines in der Mitte der Mühle dargelegten Querschnittes des dreidi-
mensionalen Modells (grau kodiert) und (b) der Querschnitte am Rand (grau kodiert) und in
der Mitte der Mühle (farbkodiert) des dreidimensionalen Modells.
8.3 Vergleich der Zielgrößen bei Variation des Dämpfungsparameters 76
8.3 Vergleich der Zielgrößen bei Variation des
Dämpfungsparameters
In diesem Abschnitt wird die Auswirkung der verwendeten Dämpfungsansätze auf die
grundlegenden Zielgrößen untersucht. Dabei mussten bis zu 2, 1 · 106 während einer
Mühlenumdrehung (4,36 s) registrierten Stoßereignisse und die wesentlichen Informa-
tionen über sie ausgewertet werden. Die realen Berechnungszeiten betrugen bis zu 24
Stunden.
Zunächst wurde während einer Simulation mit statistisch gewählten Dämpfungspara-
metern untersucht, wie sich die Leistungsaufnahme und die Anzahl der Stöße im Laufe
von drei Mühlenumdrehungen ändern. Weil die festgestellten Unterschiede verschwin-
dend gering waren, sind wiederholte Berechnungen nicht nötig.
8.3.1 Globale Zielgrößen
Die für jeden Dämpfungsansatz ermittelten globalen Zielgrößen sind in Abb. 8.3 mit-
einander verglichen. Die Simulation, deren Dämpfungsparameter einen konstanten Re-
stitutionskoeffizienten (n) = 0, 5 (entspricht β = β(d)) gewährleisten, weist eine um
56,7% kleinere Summe der relativen kinetischen Aufprallenergien und eine um 21% klei-
nere Stoßfrequenz im Vergleich zu der Simulation mit den geschwindigkeitsabhängigen
Restitutionskoeffizienten ohne Berücksichtigung der Materialschicht (β = β(d,∆v))
auf. Die numerische Simulation, deren Dämpfungsparameter die Zementklinkerschicht
berücksichtigen (β˜ = β˜(d,∆v)), weist eine um 70% kleinere Summe der relativen kine-
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Abb. 8.3: Globale Zielgrößen bei Variation des Dämpfungsparameters. Simulationen von
links: mit konstanten Restitutionskoeffizienten, geschwindigkeitsabhängige Restitutionskoeffi-
zienten ohne und mit Berücksichtigung der Materialschicht.
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tischen Aufprallenergien und eine um 38% kleinere Stoßfrequenz im Vergleich zu der
Simulation mit konstanten Restitutionskoeffizienten auf. Somit ist erwartungsgemäß
belegt, dass mit steigender Dämpfung die Beträge der dynamischen Zielgrößen abneh-
men.
Interessant ist allerdings, dass die Leistungsaufnahme P˜ , welche ebenso in Abb. 8.3
dargestellt ist, praktisch nicht vom ausgewählten Dämpfungsansatz abhängt. Der maxi-
male prozentuale Unterschied zwischen den ermittelten Leistungsaufnahmen ist kleiner
als 0,3%. Weil die Leistungsaufnahme aus den an den Wänden entstandenen Drehmo-
menten berechnet wurde (siehe Abschnitt 7.4), müssen demzufolge bei allen Dämp-
fungsansätzen ähnliche Belastungsintensitäten auftreten (wird aus Abb. 8.5 ersicht-
lich). Wenn die Leistungsaufnahme aus dem am Schwerpunkt der Schüttung (siehe auch
Abb. 2.9) angreifenden Drehmoment berechnet wird, ergeben sich um 5,5% kleinere
Werte im Vergleich zu den hier vorgestellten Leistungsaufnahmen. In [102] wurde über
noch größere Diskrepanzen berichtet. Die prozentualen Unterschiede bleiben wieder bei
allen Dämpfungsansätzen nahezu identisch.
8.3.2 Häufigkeitsspektren der Zielgrößen
Die während einer Mühlenumdrehung registrierten relativen Aufprallgeschwindigkei-
ten und Reaktionskräfte in Normalen- sowie in Tangentialrichtung sind in Abb. 8.4
und Abb. 8.5 als Häufigkeitsspektren dargestellt. Es ist deutlich zu sehen, dass die
Dämpfungsparameter β˜ = β˜(d,∆v) stets ein breiteres Spektrum der Zielgrößen verur-
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Abb. 8.4: Spektren der während einer Mühlenumdrehung registrierten relativen Aufprall-
geschwindigkeiten: (a) in Normalen- und (b) in Tangentialrichtung (die Punktdarstellung
entspricht den bei Kugel-Panzerung-Stößen erhaltenen Häufigkeitsverteilungen).
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Abb. 8.5: Spektren der während einer Mühlenumdrehung registrierten Reaktionskräfte: (a)
in Normalen- und (b) in Tangentialrichtung (die Punktdarstellung entspricht den bei Kugel-
Panzerung-Stößen erhaltenen Häufigkeitsverteilungen).
sachen. Die in jeder Richtung erreichten absoluten Maxima der Zielgrößen bleiben bei
den drei verwendeten Dämpfungsansätzen stets nahezu identisch (∆v = 5 m/s, ∆g = 7
m/s und F (n)K = 1, 5 · 105 N, F (t)K = 3 · 104 N). Dabei ist interessant, das die relativen
Aufprallgeschwindigkeiten in Tangentialrichtung größer als die Geschwindigkeiten in
Normalenrichtung sind. Die Häufigkeitsmaxima verschieben sich mit steigender Dämp-
fung zu kleineren Beträgen der Zielgrößen. Dies gilt allerdings nicht für die relative
Aufprallgeschwindigkeit in Tangentialrichtung. Erwartungsgemäß liegen die Spektren
der numerischen Simulation mit konstantem Restitutionskoeffizienten zwischen den an-
deren zwei Grenzfällen.
In Abb. 8.4 und Abb. 8.5 sind ebenfalls die Häufigkeitsverteilungen der bei den
Kugel-Panzerung-Stößen aufgetretenen Aufprallgeschwindigkeiten und Reaktionskräf-
te dargestellt. Die hohen bzw. kleinen Aufprallgeschwindigkeiten und demzufolge auch
Aufprallenergien treten unabhängig vom Kugel-Kugel- und Kugel-Panzerung-Stoßpaar
auf. Im Fall der Reaktionskräfte ist allerdings deutlich zu sehen, dass die größten Reak-
tionskräfte praktisch nur bei Kugel-Panzerung-Stößen auftreten. Weiterhin ist ersicht-
lich, dass sowohl die Häufigkeitsmaxima als auch die Maxima und Minima der Reakti-
onskräfte nahezu identisch sind. Die Spektren der Reaktionskräfte unterscheiden sich
lediglich in der pro Klasse registrierten Häufigkeit des Auftretens. Dies bestätigt auch
die Unabhängigkeit der Leistungsaufnahme vom Dämpfungsansatz.
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8.3.3 Örtliche Verteilung der Zielgrößen
In Abb. 8.6 ist die in den entsprechenden Mühlensektoren registrierte Stoßfrequenz
fs dargelegt, welche allerdings wegen den nicht gleich großen Flächensegmenten (siehe
Abb. 7.5) auf die tatsächliche Sektorenfläche bezogen wurde. Es ist ersichtlich, dass die
drei verwendeten Dämpfungsansätze unterschiedliche Bereiche der maximalen Stoßfre-
quenzen verursachen. Die Simulation mit den geschwindigkeitsabhängigen Dämpfungs-
parametern, welche die Materialschicht nicht berücksichtigen (Abb. 8.6(b)), weisen
deutlich höhere Stoßfrequenzen im unteren Umlenkbereich sowie fast im ganzen Auf-
stiegsbereich auf. Dabei treten die örtlichen Maxima stets nahe der Panzerungen auf.
Mit steigender Dämpfung (Abb. 8.6(a) und Abb. 8.6(c)) sinkt die Stoßfrequenz im
Aufstiegsbereich und die örtlichen Maxima treten hauptsächlich im unteren Umlenk-
bereich bis zum Kernbereich auf. Die im Aufstiegsbereich sinkende Stoßfrequenz bei
zunehmender Dämpfung wurde bereits früher bei den Experimenten beobachtet [45].
(a) (b) (c)
Abb. 8.6: In Mühlensektoren registrierte und auf Sektorenfläche bezogene Stoßfrequenz: (a)
mit Dämpfungsparametern bei konstantem Restitutionskoeffizienten, (b) geschwindigkeitsab-
hängige Dämpfungsparameter ohne und (c) mit Berücksichtigung der Materialschicht.
In Abb. 8.7 bzw. Abb. 8.8 sind die in den Sektoren registrierten Maxima der re-
lativen Aufprallgeschwindigkeiten in Normalen- bzw. Tangentialrichtung dargestellt.
Erwartungsgemäß zeigen sich die Maxima in Normalen- sowie in Tangentialrichtung
im unteren Umlenkbereich, nahe der Panzerungen. Demzufolge sind in diesem Bereich
auch die Maxima der relativen kinetischen Aufprallenergien zu erwarten. Aus der wei-
teren örtlichen Analyse hat sich ergeben, dass diese Bereiche auch die Maxima der
Reaktionskräfte enthalten. Obwohl man nur geringfügige Unterschiede beim Vergleich
der Simulation mit vorzugsweise elastischen Stößen (Abb. 8.7(b) bzw. Abb. 8.8(b))
mit den zwei Weiteren erkennt, deutet die steigende Dämpfung (Abb. 8.7(a), (c) und
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Abb. 8.8(a), (c)) auf eine Abnahme der relativen Geschwindigkeiten im Aufstiegs- und
Abstiegsbereich hin. Weiterhin ist an den Abbildungen Abb. 8.7(b) und Abb. 8.8(b)
ein höherer Ablösepunkt im Vergleich zu den Weiteren zu erkennen.
(a) (b) (c)
Abb. 8.7: In Mühlensektoren registrierte Maxima der relativen Normalengeschwindigkeiten:
(a) mit Dämpfungsparametern bei konstantem Restitutionskoeffizienten, (b) geschwindigkeits-
abhängige Dämpfungsparameter ohne und (c) mit Berücksichtigung der Materialschicht.
(a) (b) (c)
Abb. 8.8: In Mühlensektoren registrierte Maxima der relativen Tangentialgeschwindigkeiten:
(a) mit Dämpfungsparametern bei konstantem Restitutionskoeffizienten, (b) geschwindigkeits-
abhängige Dämpfungsparameter ohne und (c) mit Berücksichtigung der Materialschicht.
8.3.4 Abschließende Analyse der registrierten Stoßereignisse
In der Auswertungsphase wurden für die während einer Mühlenumdrehung registrierten
Stöße die entsprechenden Restitutionskoeffizienten aus den relativen Aufprallgeschwin-
digkeiten in Normalenrichtung gemäß der Beziehung (4.7) ausgewertet. Das erhaltene
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Häufigkeitsspektrum ist in Abb. 8.9 dargelegt. Die physikalischen Grenzen des Re-
stitutionskoeffizienten liegen zwischen Null und Eins. In den Simulationen mit den
Dämpfungsparametern, welche einen konstanten Restitutionskoeffizient (n) = 0, 5 ge-
währleisten sollen, treten allerdings 16,3% Stoßereignisse mit Werten auf, welche die
physikalische Grenze deutlich übersteigenden. Im Fall der geschwindigkeitsabhängigen
aber die Materialschicht nicht berücksichtigenden Restitutionskoeffizienten ist es sogar
26,3% und unter Berücksichtigung der Materialschicht 21,9%.
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Abb. 8.9: Spektren der während einer Mühlenumdrehung registrierten Restitutionskoeffizi-
enten.
Die Definition des Restitutionskoeffizienten sowie die implementierten Beziehungen für
die Parameterauswahl berücksichtigen nur zwei stoßende Körper. Die extrem hohen
und somit die physikalische Grenze übersteigenden Restitutionskoeffizienten können
nur dann entstehen, wenn auf ein existierendes Stoßpaar eine äußere Kraft bzw. Ener-
gie zu wirken beginnt. Diese Kraft entsteht, wenn ein Körper aus dem betrachteten
Stoßpaar noch während des begonnen Stoßvorganges mit einem dritten Körper zusam-
menstößt. Wenn die relative Aufprallgeschwindigkeit zum Zeitpunkt der Entstehung
einer Reaktionskraft z.B. ∆v = 0, 01 m/s beträgt, kann durch einen zusätzlichen Stoß
die relative Aufprallgeschwindigkeit zum Zeitpunkt des Verschwindens der zwischen
den ursprünglichen Körper wirkenden Reaktionskraft einen höheren Wert, z.B. ∆v = 1
m/s, aufweisen. Somit ergibt sich ein Restitutionskoeffizient von (n)v = 100. Auf ähn-
liche Weise können die Geschwindigkeiten so beeinflusst werden, dass auch kleinere
als vordefinierte Restitutionskoeffizienten ermittelt werden. Offensichtlich resultieren
die in Abb. 8.9 ausgewerteten Restitutionskoeffizienten (n)v aus mehrfach verketteten
Stößen, welche sich infolge der bereits beschriebenen Impulsfortpflanzungen [81, 16]
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in beliebige Richtungen ausbreiten. In [16] wurden die Kraftketten stets in wandna-
hen Bereichen lokalisiert. Solche Kraftketten können indirekt aus der Auswertung der
Summenhäufigkeitsverteilungen der in einzelnen Sektoren ermittelten Restitutionsko-
effizienten (n)v und ihrer Quartildarstellung (siehe Anhang D) bestätigt werden. Es ist
ersichtlich, dass in Abb. 8.10 die äußeren Schichten bei allen Quartilen einen Restitu-
tionskoeffizienten von 0,5 aufweisen. Im Gegensatz dazu sind in wandnahen Bereichen
kleinere und höhere Restitutionskoeffizienten zu finden, was auf die Bildung von Kraft-
ketten zurückzuführen ist. Dieser Effekt kann bei dreidimensionalen Modellen aufgrund
der diffusiven Bewegung [13] in Richtung der Drehachse noch stärker ausgeprägt wer-
den.
(a) (b) (c)
Abb. 8.10: Quartile der Summenhäufigkeitsverteilung der in Mühlensektoren registrierten
Restitutionskoeffizienten: (a) erstes Quartil (0-25%), (b) zweites Quartil (0-50%) und (c)
drittes Quartil (0-75%).
Für eine korrekte Beschreibung des Kraftverlaufes ist die Anzahl der während des
Stoßvorganges aufgenommenen Kräfte und Überlappungen von besonderer Bedeutung.
Nach [17] liegt die Mindestanzahl der pro Stoßvorgang aufgenommenen Messpunkte
im Bereich von 20 bis 50. In Abb. 8.11 ist das Spektrum der bei den vorkommenden
Stoßereignissen registrierten Kontaktdauern dargelegt. Es hat sich gezeigt, dass in al-
len durchgeführten Simulationen etwa 99,96% der Stöße durch mehr als 30 Messpunkte
pro Stoßvorgang beschrieben wurden. Weiterhin wurde bereits im Abschnitt 4.3.1 er-
wähnt, dass das implementierte Kraftmodel nur dann verwendet werden kann, wenn
die durch den Stoß hervorgerufenen Vibrationen vernachlässigbar sind. Die Vibratio-
nen entsprechen den hervorgerufenen elastischen Wellen (Longitudinal-, Transversal-,
Oberflächenwellen). Die Longitudinalwelle ruft die Druck- und Zugspannungen hervor
und ist zugleich der Träger des größten Teils der kinetischen Energie. Folglich muss
die Kontaktdauer ts größer sein als die doppelte Zeit tw, welche die Longitudinalwel-
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le zum Durchlaufen bis zum freien Ende braucht. Unter der Annahme, dass sich die
Longitudinalwelle im Stahl mit einer Geschwindigkeit c =
√
E/ρ ∼= 5.200 m/s gleich-
mäßig fort bewegt, braucht sie zum Durchlaufen einer Kugel mit d = 90 mm die Zeit
tw ∼= 3, 5 ·10−5 s. Aus der Analyse der Stoßdauer hat sich ergeben, dass bei etwa 0,05%
der Stoßereignisse die Kontaktdauer ts kleiner als die angestrebte Grenze tw war. Dieser
verschwindend kleine Anteil kann die auszuwertenden Zielgrößen nicht beeinflussen.
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Abb. 8.11: Spektren der bei den vorkommenden Stoßereignissen während einer Mühlenum-
drehung registrierten Kontaktdauer (Lösungszeitschritt ∆t = 1 · 10−6 s).
8.4 Ermittlung der Zielgrößen bei Variation des
Mühlendurchmessers
8.4.1 Globale Zielgrößen
Die Summe der relativen kinetischen Aufprallenergien Θ, die Stoßfrequenz fs und die
Leistungsaufnahme P˜ sind als repräsentative Zielgrößen inAbb. 8.12 dargelegt. Es hat
sich gezeigt, dass die mit wachsendem Mühlendurchmesser steigenden Tendenzen bei
allen drei Zielgrößen durch die Anwendung der Beziehung (2.12) beschrieben werden
können. Diese Beziehung wird an dieser Stelle für eine beliebige Zielgröße wie folgt
definiert:
Xi = Xi−1
(
Di
Di−1
)n
. (8.1)
Dabei bezeichnet Xi die dem größeren Mühlendurchmesser Di entsprechende Zielgröße,
Xi−1 die dem kleineren Mühlendurchmesser Di−1 entsprechende Zielgröße und n den
Exponenten. Sowohl die Summe der relativen kinetischen Aufprallenergien als auch
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die Stoßfrequenz steigen mit wachsendem Mühlendurchmesser mit gleichem Exponent
(n = 2, 5) an, welcher bereits im Abschnitt 2.5.1 für die Änderung der Leistungsaufnah-
me abgeleitet wurde. Die numerisch berechnete Leistungsaufnahme wächst allerdings
mit einem Exponenten n = 3, was dem in der Beziehung (2.12) eingeführten Expo-
nenten widerspricht. Interessant ist, dass in numerischen Untersuchungen mit einfachen
Hubleisten, einem linearen Kontaktmodel und relativ kleinen Mühlendurchmessern (bis
D = 0, 8 m) die mit wachsendem Durchmesser zunehmende Leistungsaufnahme tat-
sächlich durch den Exponenten n = 2, 5 beschrieben wurde [23]. Bei größeren Müh-
lendurchmessern (bis D = 4 m) wurde sogar ein noch kleinerer Exponent ermittelt
(n = 2, 24).
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Abb. 8.12: Globale Zielgrößen bei Variation des Mühlendurchmessers.
8.4.2 Häufigkeitsspektren der Zielgrößen
In Abb. 8.13 sind die während einer Mühlenumdrehung registrierten Häufigkeitssum-
menverteilungen der in Normalenrichtung aufgetretenen Reaktionskräfte und relativen
kinetischen Aufprallenergien bei drei untersuchten Mühlendurchmessern dargelegt. Die
Verteilungskurven unterscheiden sich nicht bzw. nur geringfügig im Bereich der höheren
Reaktionskräfte und relativen Aufprallenergien voneinander. Unabhängig vom Mühlen-
durchmesser wurden identische Maximalwerte in der Kraft- sowie Energiebetrachtung
registriert. Aus dieser Sicht besteht der einzige Unterschied zwischen den betrachteten
Mühlen in den mit steigendem Mühlendurchmesser ansteigenden Häufigkeiten in ein-
zelnen Kraft- und Energieklassen (siehe auch Stoßfrequenz im Abschnitt 8.4.1).
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Abb. 8.13: Spektren der während einer Mühlenumdrehung in Normalenrichtung registrier-
ten: (a) Reaktionskräfte und (b) relativen kinetischen Aufprallenergien. Die roten Vertei-
lungskurven entsprechen dem für die Zerkleinerung des Aufgabegutes angestrebten Kraft-
bzw. Energieeintrag (aus Versuchen in 5.2).
Obwohl die Festlegung einer experimentell bestimmten Vergleichsgröße für einen qua-
litativen Abgleich der errechneten und der angestrebten Kraft- und Energiespektren
sehr komplex ist, wurde hier für die angestrebten Verteilungen erste Näherung aus
Einzelkorn-Druckversuchen gewonnen. Dabei wurde die bekannte Partikelgrößenvertei-
lung des Aufgabegutes (Abb. 2.12) mit Hilfe der experimentell gewonnen Erwartungs-
werten der Bruchkräfte und der Zerkleinerungsenergien auf die angestrebte Kraft- und
Energieverteilung umgerechnet und in Abb. 8.13 als rote Verteilungskurven darge-
stellt. Im Fall der Kraftbetrachtung ist die angestrebte Verteilungskurve nach links und
im Fall der Energiebetrachtung nach rechts von den errechneten Verteilungen verscho-
ben. Dies bedeutet, dass für die Zerkleinerung ein Überschuss an Krafteinträgen und
ein Defizit an Energieeinträgen vorliegt. Aus den Geschwindigkeitsspektren (Abb. 8.4)
ist allerdings klar, dass bei vielen Stößen höhere relative Bewegungen auftreten als die,
welche bei den Einzelkorn-Druckversuchen verwendet wurden. Nach [6] werden sich die
angestrebten Verteilungen mit steigender Beanspruchungsgeschwindigkeit nach links
im Fall der Energiebetrachtung und nach rechts im Fall der Kraftbetrachtung verschie-
ben. Ähnliche Verschiebungstendenzen sind zu erwarten, wenn die Zementklinkerkörner
nicht zwischen plattigen, aber zwischen zwei kugelförmigen Oberflächen beansprucht
werden. Nicht zu vergessen ist die Tatsache, dass in einer Kugelmühle das Aufgabegut
nicht nur als Einzelkörner, sondern vielmehr in Gutbetten beansprucht wird. Folglich
ist die relative kinetische Aufprallenergie nicht nur für die Zerkleinerungs-, sondern
auch für die in den Materialschichten ablaufenden Verdichtungsprozesse zuständig.
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8.4.3 Örtliche Verteilung der Zielgrößen
Die auf die zugehörige Sektorenfläche bezogene Stoßfrequenz (Abb. 8.14) zeigt die
aktivsten Bereiche für alle drei untersuchten Mühlendurchmesser. Beim kleineren Müh-
lendurchmesser kann das häufigste Vorkommen der Stoßereignisse in den wandnahen
Zonen des Aufstiegsbereichs lokalisiert werden. Mit wachsendem Mühlendurchmesser
füllt sich das gesamte Gebiet vom unteren Umlenk- und Aufstiegsbereich bis zum Kern-
bereich mit hohen Stoßfrequenzen auf.
(a) (b) (c)
Abb. 8.14: In Mühlensektoren registrierte und auf Sektorenfläche bezogene Stoßfrequenz,
für Mühlendurchmesser: (a) D = 3, 6 m, (b) D = 4, 5 m und (c) D = 5, 4 m.
Weiterhin wurde in allen Mühlensektoren die Summenhäufigkeitsverteilung der in Nor-
malenrichtung aufgetretenen Reaktionskräfte und der relativen kinetischen Aufprall-
energien aufgenommen. Die Ergebnisse sind mittels Quartildarstellung (siehe Anhang
D) in Abb. 8.15 bzw. Abb. 8.16 dargelegt, wo das erste, zweite und dritte Quartil
bei den untersuchten Mühlendurchmessern der Reihe nach eingeordnet sind. Je nach
der Farbkodierung enthält der entsprechende Mühlensektor der ersten Bildreihe 25%,
der Zweiten 50% und der Dritten 75% der Stoßereignisse mit Reaktionskräften oder
relativen kinetischen Aufprallenergien, deren Beträge zwischen Null und dem darge-
stellten Wert liegen.
Die Betrachtung der Mühlenquerschnitte einer Mühlengröße führt zu der Erkenntnis,
dass die räumliche Verteilung der Beanspruchungsgröße unabhängig vom ausgewählten
Signifikanzniveau erhalten bleibt. Der Aufstiegsbereich zeichnet sich durch kleine Re-
aktionskräfte und relative kinetische Aufprallenergien aus. Hohe Kräfte und Energien
treten in äußeren Bahnen des Abstiegsbereichs und an der Spitze des unteren Um-
lenkbereichs auf. Unter Berücksichtigung der Stoßfrequenz (Abb. 8.14) können die
inneren Bereiche der Mahlkörperschüttung (zwischen den Winkeln 240 und 255°) als
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die aktivsten und gleichzeitig kraft- sowie energiereichen Bereiche bezeichnet werden.
Auf Grund der gewonnen Erkenntnisse können die Beanspruchungsarten in allen im
Abschnitt 2.5.2 definierten Bereichen definiert werden. Weil der untere Umlenkbereich
die höchsten Reaktionskräfte und die Aufprallenergien in Normalenrichtung sowie sehr
hohen Stoßfrequenzen aufweist, wird hier das Material vorwiegend durch Schlag bean-
sprucht. Die hohen relativen Geschwindigkeiten in Tangentialrichtung deuten zudem
auf zusätzliche Scherbeanspruchung hin. Im Aufstiegsbereich kann wegen dem Defizit
an Energieeinträgen sowie kleinen relativen Geschwindigkeiten in Tangentialrichtung
eine quasistatische Druckbeanspruchung erwartet werden. Sowohl im oberen Umlenk-
bereich als auch im Abstiegsbereich können vereinzelte hohe Schlagbeanspruchungen
erwartet werden. Weil allerdings wesentlich mehr Material im Inneren der Mahlkör-
perschüttung als an ihren Rändern transportiert wird, können die im Abstiegsbereich
hervorgerufenen Beanspruchungen tatsächlich mehr zu den Impulsfortpflanzungsvor-
gängen als zur direkten Zerkleinerung beitragen. Im Kernbereich wird auf Grund der
hohen Reaktionskräfte und Stoßfrequenzen eine quasistatische Druckzerkleinerung er-
wartet.
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
(g) (h) (i)
Abb. 8.15: Quartile der Summenhäufigkeitsverteilung der in Mühlensektoren registrierten
Reaktionskräfte: (a)-(c) erstes Quartil (0-25%), (d)-(f) zweites Quartil (0-50%) und (g)-(i)
drittes Quartil (0-75%). Mühlendurchmesser: links D = 3, 6 m, mitte D = 4, 5 m und rechts
D = 5, 4 m.
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
(g) (h) (i)
Abb. 8.16: Quartile der Summenhäufigkeitsverteilung der in Mühlensektoren ausgewerteten
relativen kinetischen Aufprallenergien: (a)-(c) erstes Quartil (0-25%), (d)-(f) zweites Quartil
(0-50%) und (g)-(i) drittes Quartil (0-75%). Mühlendurchmesser: links D = 3, 6 m, mitte
D = 4, 5 m und rechts D = 5, 4 m.
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8.5 Ermittlung der Zielgrößen bei Variation der
Panzerungsgröße
Aus dem Vergleich der globalen Zielgrößen (Abb. 8.17) ist ersichtlich, dass mit zuneh-
mender Bodenlänge der Panzerung (siehe die Abmessung a in Tab. 7.1 und Abb. 7.2)
alle Zielgrößen eine sinkende Tendenz aufweisen. Diese Tendenz lässt sich anhand der
geometrischen Bedingungen leicht erklären. Bei der Berechnung der zu simulierenden
Kugelanzahl wurde von der Mahlraumfäche (in 2D) die Summe der Panzerungsflächen
abgezogen. Somit nimmt die Mahlkörperanzahl bei gleicher Mahlkörpergattierung und
konstantem Füllungsgrad mit größerer Bodenlänge der Panzerung ab (max. Unter-
schied 4,5%) und folglich sind auch wenige Stöße zu erwarten. Zwischen der Verwen-
dung der kleinsten und der größten Panzerung liegt ein Unterschied von 12,5% im Fall
der Summe der kinetischen Energien, 8,6% im Fall der Stoßfrequenz und 7,6% im Fall
der Leistungsaufnahme.
Die Änderung der Bodenlänge der Panzerungen hat keinen oder vernachlässigbaren
Einfluss auf die Beanspruchungsintensität. Die Darstellung der Häufigkeitsspektren
und der örtlichen Verteilung der Zielgrößen zeigt keine qualitativen und quantitativen
Abweichungen von den im vorherigen Abschnitt 8.4 für die größte Mühle vorgestellten
Ergebnissen.
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Abb. 8.17: Globale Zielgrößen bei Variation der Panzerungsgröße.
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8.6 Konstruktive Schlussfolgerungen
Die Erkenntnisse über die globale und örtliche Verteilung der Stoßfrequenz, der Kräfte
und der Energien bei den durchgeführten Parametervariationen bilden eine Ausgangs-
basis der möglichen konstruktiven Weiterentwicklung. Um die Effektivität des Zerklei-
nerungsvorschrittes in der Grobzerkleinerungskammer zu erhöhen, müssen die Bean-
spruchungsverhältnisse im Aufstiegsbereich, im oberen Umlenkbereich, teilweise auch
im Abstiegs- und im Kernbereich unabhängig von der Mühlengröße durch konstruktive
Maßnahmen verändert werden. Der Grund dafür sind die niedrigen Stoßfrequenzen und
gleichzeitig auch niedrige Beträge der Kräfte und Energien in diesen Bereichen.
Die einfachste konstruktive Möglichkeit stellt der Einbau von speziellen inneren Hin-
dernissen dar, wie es manchmal im Falle der hochenergetischen Trommelmühlen für
mechanisches Legieren oder bei Pelletiertellern zu sehen ist. In großen Kugelmühlen ist
eine solche konstruktive Lösung aus Sicht der enormen Komplexität und eines vermut-
lich hohen Verschleißes nicht anwendbar.
Es hat sich gezeigt, dass die Panzerungsgröße eine vernachlässigbare Rolle für die ört-
liche Verteilung der Energien spielt. Möglicherweise kann eine chaotische Anordnung
zweier Panzerungsgrößen in der Umfangs- und in der axialen Richtung der Mühle behilf-
lich sein, um die relative Ruhe in den besprochenen Bereichen zu zerstören. Dabei würde
die Wahl einer kleineren Panzerung auch zur Erleichterung der Instandhaltungsarbei-
ten beitragen. Um die Auswirkung der Panzerungsanordnung korrekt zu untersuchen,
ist eine dreidimensionale Simulation mit Anwendung der in dieser Arbeit zusammen-
gefassten Kontaktparameter der zweidimensionalen Simulation vorzuziehen.
Der Wirkungsgrad der Kugelmühle kann weiterhin durch eine effektive Vorbehandlung
des Aufgabegutes erhöht werden. Bei der Durchführung der Druckversuche wurde stich-
probenweise die Zerkleinerungsenergie eines frisch hergestellten und eines über längere
Zeit gelagerten Zementklinker verglichen. Weil die Zerkleinerung eines frischen Zement-
klinkers sich als energetisch günstiger erwiesen hat, ist es zu empfehlen, den frischen
Zementklinker zu vermahlen. Weiterhin wäre vorteilhaft, einen in einem Vorbrecher
bereits vorgeschädigten Zementklinker zu vermahlen. Die Wahl eines geeigneten Vor-
brechers ist allerdings durch den Durchsatz limitiert. In Betracht können der Rotorbre-
cher, die Wälzmühle und die Gutbettwalzenmühle gezogen werden. Die letztgenannte
Variante wird heutzutage immer häufiger eingesetzt. Mit einem vorgeschalteten Vor-
brecher kann die Mahlkugelgröße verkleinert oder die Grobzerkleinerungskammer sogar
weggelassen werden. Eigene Testsimulationen haben belegt, dass der Ersatz der in die-
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ser Arbeit verwendeten größten Mahlkugeln und die Verteilung ihrer Masse auf die
Anzahl der kleineren Mahlkugeln nur vernachlässigbare Veränderungen in den Kraft-
bzw. Energieverteilungen und einen Anstieg der Stoßfrequenz hervorrufen. Demzufolge
wird die Anpassung der Mahlkörper es ermöglichen, den Leistungsbedarf der Mühle zu
senken und den Wirkungsgrad zu erhöhen.
9 Zusammenfassung und Ausblick
Die Kugelmühle und die in ihr ablaufenden Zerkleinerungsprozesse stellen einen der
Kernverfahrensabschnitte bei der Zementherstellung dar. Diese Mühle wird wegen ih-
res robusten und relativ einfachen Aufbaus sowie wegen der angestrebten Produktei-
genschaften für die Mahlung des Zementklinkers eingesetzt. Der der Mühle aufgege-
bene Zementklinker wird während des axialen Transports unzählige Male mit unter-
schiedlichen Intensitäten beansprucht und dabei zerkleinert. Der größte Nachteil der
Kugelmühle im Vergleich zu neuartigen Maschinen, wie Gutbett-Walzenmühlen oder
Walzenschüsselmühlen, besteht in der bekannten zerkleinerungstechnischen Ineffizienz.
Nur ein geringer Anteil der an die Mahlkörper übertragenen Energie wird für die Zer-
kleinerungsprozesse ausgenutzt. Die ständig steigenden Energiekosten motivieren die
Kugelmühlenhersteller zur Suche nach weiteren Energieeinsparmöglichkeiten.
Umfassende Kenntnisse über die im Mühlenbetrieb herrschenden kinematischen und
dynamischen Wechselwirkungen sowie über die Eigenschaften des zu zerkleinernden
Aufgabegutes bilden die Grundlage für weitere Optimierungs- und Entwicklungsmög-
lichkeiten. Eine Analyse des wissenschaftlich-technischen Kenntnisstandes zur Unter-
suchung von Kugelmühlen zeigte, dass die gegenwärtigen Erkenntnisse hauptsächlich
auf experimentellen Untersuchungen an speziellen Labormühlen basieren. Heutzutage
können die zu untersuchten Wechselwirkungen nicht nur mit zeitaufwändigen experi-
mentellen Untersuchungen sondern auch durch numerische Simulationen mit der Me-
thode der diskreten Elemente analysiert werden. Anhand einer Analyse der bis jetzt
veröffentlichten numerischen Berechnungen der Kugelmühlen sind die Schwerpunkte
dieser Arbeit wie folgt definiert worden:
• Bestimmung der physikalischen Eigenschaften des Zementklinkers, die das Auf-
treten von Brüchen beschreiben und die Grundlage für die Bewertung der nach-
folgenden numerischen Untersuchungen darstellen.
• Ermittlung realer Stoßparameter zur Beschreibung der dynamischen Wechselwir-
kungen.
• Detaillierte numerische Untersuchung der Kugelmühle hinsichtlich der Bestim-
mung der die kinematischen und dynamischen Wechselwirkungen charakterisie-
renden Zielgrößen.
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Die den Bruch eines Zementklinkerkornes charakterisierenden physikalischen Eigen-
schaften wurden aus Einzelkorn-Druckversuchen gewonnen. Einzelne Körner (mit Korn-
größen von 3 - 40 mm) von zwei deutschen Herstellern wurden bis zum Eintreten des
Hauptbruches mit einer konstanten Pressgeschwindigkeit von 6 mm/min belastet. Es
wurden die Bruchkräfte, die Zerkleinerungsenergien sowie die Zusammenhänge zwi-
schen den beiden Größen ausgewertet. Die für jede untersuchte Fraktion ermittelten
Bruchkräfte und Zerkleinerungsenergien lassen sich mit einer logarithmischen Normal-
verteilung beschreiben. Diese Verteilung stellt in einem Wahrscheinlichkeitsnetz die
Bruchwahrscheinlichkeit dar. Die zugehörigen Erwartungswerte nehmen mit steigen-
dem Korndurchmesser zu und können durch eine Potenzfunktion beschrieben werden.
Die zwei untersuchten Zementklinkersorten weisen nahezu identische Bruchkräfte aber
unterschiedliche Zerkleinerungsenergien bei einzelnen Kornklassen auf.
Für die realitätsnahe Beschreibung der Stoßvorgänge wurden im Rahmen dieser und ei-
ner weiteren parallel laufenden Arbeit die modellrelevanten Stoßparameter experimen-
tell ermittelt. Der Schwerpunkt lag in der Bestimmung der Restitutionskoeffizienten,
welche ein Maß für die dissipierte Energie darstellen. Die experimentellen Untersuchun-
gen erfolgten durch Fall- bzw. Pendelversuche unter Verwendung der in Kugelmühlen
tatsächlich eingesetzten Gusskugeln und den aus den Panzerungen präparierten Auf-
prallplatten. Im Ergebnis der Untersuchungen wurde eine phänomenologische Funktion
zur Beschreibung der Kugelgrößen- und Geschwindigkeitsabhängigkeit verwendet. Es
wurde festgestellt, dass der Restitutionskoeffizient mit zunehmender Kugelgröße und
Aufprallgeschwindigkeit abnimmt. Beim Zusammenstoß von Kugeln ungleicher Kugel-
größe hat sich gezeigt, dass aufgrund des Massenunterschiedes der Restitutionskoef-
fizient für die kleinere Kugel nach dem Kugel-Platte-Stoßmodell abgeschätzt werden
kann. Diese Schlussfolgerung bildete eine Grundlage für die numerische Bestimmung
der relevanten Dämpfungsparameter.
Weiterhin wurde experimentell untersucht, wie sich die ermittelten Abhängigkeiten der
Restitutionskoeffizienten beim Vorliegen einer Materialschicht ändern. Dazu wurde ei-
ne vordefinierte Schichthöhe aus feinem Zementklinker bzw. feiner Steinkohle an der
Aufprallplatte des Fallversuchsstandes realisiert. Es wurde festgestellt, dass die Re-
stitutionskoeffizienten mit zunehmender Aufprallgeschwindigkeit anwachsen und sich
asymptotisch den Funktionen nähern, welche die Materialschicht nicht berücksichtigen.
Für jede Kugelgröße wurde eine Grenzgeschwindigkeit gefunden, unter welcher die Ma-
terialschicht nur komprimiert wird, ohne dass die Kugel in die Rückprallphase übergeht.
Auch diese Tendenzen wurden durch phänomenologische Funktionen erfolgreich be-
schrieben. Mit zunehmender Schichthöhe nimmt der Restitutionskoeffizient ab und die
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Grenzgeschwindigkeit zu. Es war deutlich zu sehen, dass die beim Zementklinker und
bei der Steinkohle ermittelten Geschwindigkeitsabhängigkeiten völlig unterschiedlich
waren. Dies bedeutet, dass die für den Zementklinker ermittelten phänomenologischen
Beziehungen nicht für jedes Zerkleinerungsgut geeignet sind.
Die ermittelten Beziehungen der geschwindigkeitsabhängigen Restitutionskoeffizienten
wurden in numerischen Experimenten verwendet, um die für die DEM-Simulationen
nötigen Dämpfungsparameter iterativ bestimmen zu können. Die Beziehungen für die
geschwindigkeitsabhängigen Dämpfungsparameter, die elastischen Konstanten sowie
die Gleitreibungskoeffizienten wurden danach in einer Datenbank erfasst. Weiterhin
wurde an geeigneter Stelle im DEM-Algorithmus die Wahl der geschwindigkeitsabhän-
gigen Dämpfungsparameter implementiert. Somit war es möglich, erste realitätsnahe
Simulationen durchzuführen und dabei die Stoßparameter und deren Auswahl zu vali-
dieren. Beim Vergleich des gemessenen und des berechneten Geschwindigkeitsverlaufes
bei einem elementaren Stoß wurde eine sehr gute Übereinstimmung festgestellt.
Die ersten numerischen Simulationen der Kugelmühlen haben belegt, dass die errechne-
ten Leistungsaufnahmen vom experimentell bestimmten Vergleichswert abweichen. Die
dreidimensionale Simulation wies eine um 7,1 % und die zweidimensionale Simulation
eine um 15,5 % kleinere Leistungsaufnahme in Gegenüberstellung zum experimentellen
Vergleichswert auf. Die Diskrepanzen lassen sich allerdings durch Berücksichtigung von
weiteren geometrischen Parametern der Kugelmühle minimieren. Weiterhin hat sich
gezeigt, dass die zwei- und dreidimensionalen Simulationen nahezu identische Bewe-
gungsprofile aufweisen. Aus diesem Grund wurden die nachfolgenden Untersuchungen
an zweidimensionalen Modellen durchgeführt.
Es hat sich gezeigt, dass die Summe der kinetischen Energien sowie die Stoßfrequenzen
mit zunehmender Dämpfung abnehmen, aber die Leistungsaufnahme nahezu konstant
bleibt. Weiterhin verursacht die steigende Dämpfung ein breiteres Spektrum von allen
untersuchten Zielgrößen, dessen Häufigkeitsmaxima zu kleineren Werten verschoben
wurden. Unabhängig vom Dämpfungsansatz wurden in den Häufigkeitsspektren iden-
tische maximale Aufprallgeschwindigkeiten und Reaktionskräfte registriert.
In wandnahen Mühlenbereichen wurden Restitutionskoeffizienten registriert, welche ih-
re physikalische Grenze übersteigen. Dies kann mit mehrfach verketteten Stößen und
der Bildung der so genannten Kraftketten erklärt werden. Die Analyse der Stoßdauer
hat belegt, dass das verwendete Kontaktmodell bei dynamischen Simulationen ver-
wendet werden kann, weil nur bei etwa 0,05% der Stoßereignisse, die durch den Stoß
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hervorgerufenen Vibrationen nicht vernachlässigt werden können.
Mit wachsendemMühlendurchmesser steigen die Summe der relativen kinetischen Ener-
gien, die Stoßfrequenz sowie die Leistungsaufnahme exponentiell an. Das Ansteigen der
genannten Größen kann durch eine Potenzfunktion mit dem Exponent n = 2, 5 (für
kin. Energie und Stoßfrequenz) bzw. n = 3 (für die Leistungsaufnahme) approximiert
werden.
Aus der Korngrößenverteilung des Aufgabegutes und aus der bei den Einzelkorn-
Druckversuchen ermittelten Bruchkräften und Zerkleinerungsenergien wurden die für
die Zerkleinerung angestrebten Beanspruchungsverteilungen gewonnen und mit den er-
rechneten Häufigkeitsverteilungen der Reaktionskräfte bzw. den relativen kinetischen
Energien in Normalenrichtung verglichen. Es wurde ein Überschuss an Krafteinträgen
und ein Defizit an Energieeinträgen festgestellt.
Aus der örtlichen Verteilung der Reaktionskräfte und der relativen kinetischen Auf-
prallenergien wurden Rückschlüsse auf die in einzelnen Mühlenbereichen zu erwarten-
de Beanspruchungsarten gezogen. Unabhängig vom Mühlendurchmesser bzw. von der
Panzerungsgröße können die inneren Zonen des unteren Umlenkbereichs und die An-
fangsphase des Aufstiegsbereichs als effektivste Mühlenbereiche bezeichnet werden, wo
vorwiegend Druck- und Schlagbeanspruchung zu erwarten ist.
Um den Herstellern von Kugelmühlen Verbesserungen empfehlen zu können, müs-
sen mit dem entwickelten Modell weitere konstruktive bzw. betriebliche Variationen
systematisch untersucht werden. Die Nichtberücksichtigung der Zementklinkerteilchen
stellt allerdings eine Schwierigkeit bei der Gesamtbeurteilung dar, weil eine wichtige
Systemkenngröße, der Durchsatz, damit nicht mitberücksichtigt werden kann. Um
auch den Zerkleinerungsfortschritt bzw. den Durchsatz rechnerisch mit statistischen
Monte-Carlo-Simulationen oder Populationsbilanzen abzuschätzen, können die mit den
DEM-Simulationen gewonnenen Beanspruchungsspektren, die experimentell ermittel-
ten Bruchkräfte, Zerkleinerungsenergien und ihre Zusammenhänge die Grundlage der
weiteren Berechnung darstellen.
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A Anlagen zum theoretischen Hintergrund
der DEM
A.1 Definition des Restitutionskoeffizienten in
Normalenrichtung
Zur besseren Veranschaulichung wird der Stoßvorgang so vereinfacht, dass nur die ho-
rizontale Bewegung (siehe Abb. A.1) zugelassen wird.
Der Stoßvorgang zweier Kugeln I und J mit den Geschwindigkeiten v(I), v(J) und den
Massen m(I), m(J) kann in die Be- und Entlastungsphase (relative Bewegung zu- bzw.
auseinander) aufgeteilt werden. Am Ende der Belastungsphase bewegen sich die Kugeln
mit gleicher Geschwindigkeit u, so dass der Impulserhaltungssatz lautet:
m(I)v(n,I) +m(J)v(n,J) =
[
m(I) +m(J)
]
u. (A.1)
v(I) v(J) v(n,I) v(n,J)
v´(n,I) v´(n,J) v´(I) v´(J)
ξ
(IJ)
max.
ξ
(IJ)
max.
Abb. A.1: Belastungsphase (oben) und die Entlastungsphase (unten) beim zentralen Stoß-
vorgang.
Bezeichnet man die Geschwindigkeiten nach dem Stoß als v´(I) und v´(J), dann gilt für
die Entlastungsphase der Impulserhaltungssatz:
[
m(I) +m(J)
]
u = m(I)v´(n,I) +m(J)v´(n,J). (A.2)
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Wenn keine äußeren Kräfte auf das geschlossene System wirken, bleibt der Gesamtim-
puls p konstant:
p = p(n,I) + p(n,J) = konst., (A.3)
und die Impulsänderungen der Be- ∆p(n) und Entlastungsphase ∆p´(n) aus (A.1) bzw.
(A.2) lauten,
• für Kugel I:
∆p(n,I) = m(I)
(
v(n,I) − u) , (A.4)
∆p´(n,I) = m(I)
(
u− v´(n,I)) , (A.5)
• für Kugel J :
∆p(n,J) = m(J)
(
u− v(n,J)) , (A.6)
∆p´(n,J) = m(J)
(
v´(n,J) − u) . (A.7)
Während des Stoßvorganges dissipiert ein Teil der dem Stoß angebotenen kinetischen
Energie hauptsächlich in Folge der plastischen Verformungen, so dass die Impulsände-
rungen ∆p(n), ∆p´(n) nicht gleich groß sind. Diese energetischen Verluste werden durch
einen so genannten Restitutionskoeffizienten (n) berücksichtigt:
∆p´(n,I) = (n)∆p(n,I). (A.8)
Der Restitutionskoeffizient kann Werte zwischen 0 und 1 einnehmen. Die Null ent-
spricht dem ideal plastischen Verhalten und 1 dem ideal elastischen Verhalten. In der
Praxis liegt (n) zwischen den beiden Grenzwerten.
Werden in die Beziehung (A.8) die Impulsänderungen (A.4), (A.5) und die zugehörigen
Geschwindigkeiten u aus (A.1), (A.2) eingesetzt, so erhält man für den Restitutions-
koeffizienten:
(n) =
m(I)v´(n,I) +m(J)v´(n,J)
m(I) +m(J)
− v´(n,I)
v(n,I) − m
(I)v(n,I) +m(J)v(n,J)
m(I) +m(J)
,
und nach einer entsprechenden Umformung:
(n) = − v´
(n,I) − v´(n,J)
v(n,I) − v(n,J) = −
∆v´(IJ)
∆v(IJ)
. (A.9)
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A.2 Definition des Restitutionskoeffizienten in
Tangentialrichtung
Die gleiche Vorgehensweise aus A.1 wird jetzt für die Definition des Restitutionskoeffizi-
enten (t) in der Tangentialrichtung verwendet. In diesem Fall werden die energetischen
Verluste durch äußere Reibung hervorgerufen.
Der Impulserhaltungssatz für die erste Phase des Stoßes lautet:
m(I)
[
v(t,I) +R(I)ω(I)
]
+m(J)
[
v(t,J) −R(J)ω(J)] = [m(I) +m(J)]w. (A.10)
Für die zweite Phase des Stoßes gilt:
[
m(I) +m(J)
]
w = m(I)
[
v´(t,I) +R(I)ω´(I)
]
+m(J)
[
v´(t,J) −R(J)ω´(J)] . (A.11)
Die Impulsänderungen ∆p(t,I) aus (A.10) und ∆p´(t,I) aus (A.11) für die Kugel I lauten:
∆p(t,I) = m(I)
{[
v(t,I) +R(I)ω(I)
]− w} , (A.12)
∆p´(t,I) = m(I)
{
w − [v´(t,I) +R(I)ω´(I)]} . (A.13)
Der Restitutionskoeffizient (t) berücksichtigt die in Tangentialrichtung dissipierte Ener-
gie:
∆p´(t,I) = (t)∆p(t,I). (A.14)
In Tangentialrichtung ist es möglich, dass sich die Richtung der Bewegung nicht än-
dert, was einen negativen Restitutionskoeffizienten liefert (gleitende Bewegung). Wird
sich die Bewegungsrichtung ändern, dann erhält man positive Werte. Somit liegt der
Wertebereich für den Restitutionskoeffizienten zwischen -1 und 1 [48].
Nach dem Einsetzen der Impulsänderungen (A.12), (A.13) und den Geschwindigkeiten
w aus (A.10), (A.11) in die Beziehung (A.14), erhält man schließlich die Beziehung für
den Restitutionskoeffizienten in Tangentialrichtung:
(t) = −
[
v´(t,J) − v´(t,I)]− [R(J)ω´(J) +R(I)ω´(I)]
[v(t,J) − v(t,I)]− [R(J)ω(J) +R(I)ω(I)] = −
∆g´(IJ)
∆g(IJ)
. (A.15)
A.3 Relative Aufprallenergie in Normalenrichtung
Falls sich die horizontale Lage des Stoßpunktes in Abb. A.1 während des Stoßvorgan-
ges nicht ändert, kann die potentielle Energie des betrachteten Systems zu Null gesetzt
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werden und der Energieerhaltungssatz lautet:
E
(n,I)
k + E
(n,J)
k = E´
(n,I)
k + E´
(n,J)
k +∆E
(n,IJ)
k,diss.. (A.16)
Dabei bezeichnet E(n)k die kinetische Energie der Kugel I bzw. J und ∆E
(n)
k,diss. die
während des Stoßes in Normalenrichtung dissipierte Energie. Nach dem Einsetzen der
allgemein bekannten Beziehung für die kinetische Energie in (A.16) und deren Umstel-
lung nach ∆E(n)k,diss., erhält man:
∆E
(n,IJ)
k,diss. =
1
2
m(I)
[
(v(n,I))2 − (v´(n,I))2]+ 1
2
m(J)
[
(v(n,J))2 − (v´(n,J))2] . (A.17)
Um die Geschwindigkeiten der beiden Kugeln nach dem Stoß zu eliminieren, werden
sie aus den Beziehungen (A.4) bis (A.7) ermittelt:
m(I)(u− v´(n,I)) = (n)m(I)(v(n,I) − u),
m(J)(v´(n,J) − u) = (n)m(J)(u− v(n,J)).
(A.18)
Unter Berücksichtigung der entsprechenden Geschwindigkeiten u aus den Beziehungen
(A.1) und (A.2) erhält man letztendlich für die Geschwindigkeiten nach dem Stoß:
v´(n,I) = v(n,I) +
(1 + (n))(v(n,J) − v(n,I))
1 + m
(I)
m(J)
,
v´(n,J) = v(n,J) − (1 + 
(n))(v(n,J) − v(n,I))
1 + m
(J)
m(I)
.
(A.19)
Nach dem Einsetzen von (A.19) in (A.17) und entsprechender Umformung ergibt sich
die während des Stoßes dissipierte Energie zu:
∆E
(n,IJ)
k,diss. =
1
2
m(I)m(J)
m(I) +m(J)
(v(n,J) − v(n,I))2 [1− ((n))2] . (A.20)
Die maximale dem Stoßvorgang angebotene kinetische Energie ∆E(n)K erhält man aus
der Bedingung eines vollplastischen Stoßen mit (n) = 0:
∆E
(n,IJ)
k =
1
2
m(I)m(J)
m(I) +m(J)
(∆v)2. (A.21)
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A.4 Verfahren der zentralen Differenzen
Dieses numerische Verfahren zur Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichungen be-
ruht auf der Verwendung von Differenzenoperatoren, welche eine stetige Funktion y(t)
und ihre Ableitungen an vordefinierten Stützstellen differenzieren. Die Differenzenope-
ratoren sind nach [36]:
y˙
(
t+
∆t
2
)
=
dy
(
t+ ∆t
2
)
dt
∼= y (t+∆t)− y(t)
(t+∆t)− t , (A.22)
y¨ (t) =
d2y(t)
dt2
∼= y˙
(
t+ ∆t
2
)− y˙ (t− ∆t
2
)(
t+ ∆t
2
)− (t− ∆t
2
) . (A.23)
Die Anwendung dieser Differenzenoperatoren auf die erste bzw. zweite zeitliche Ab-
leitung des Ortsvektors ~r(t), welcher die Lage der Kugel beschreibt, und auf die erste
Ableitung der Winkelgeschwindigkeit ω, liefert in Komponentenschreibweise (i = 1, 2)
folgende Beziehungen:
r¨i(t) ∼=
r˙i
(
t+ ∆t
2
)− r˙i (t− ∆t2 )
∆t
, (A.24)
ω˙(t) ∼= ω(t+
∆t
2
)− ω (t− ∆t
2
)
∆t
, (A.25)
r˙i
(
t+
∆t
2
)
∼= ri (t+∆t)− ri(t)
∆t
. (A.26)
Nach dem Einsetzen der Beziehungen (A.24) und (A.25) in die Bewegungsgleichungen
(4.26) erhält man die translatorischen Geschwindigkeiten und die Winkelgeschwindig-
keit der Kugel für den nächsten Lösungsschritt:
r˙i
(
t+
∆t
2
)
= r˙i
(
t− ∆t
2
)
+
∑
Fi(t)
m
∆t, (A.27)
ω
(
t+
∆t
2
)
= ω
(
t− ∆t
2
)
+
∑
M(t)
J
∆t. (A.28)
Die neue Lage der Kugel ergibt sich durch Einsetzen von (A.27) in die nach ri (t+∆t)
umgestellte Beziehung (A.26) zu:
ri (t+∆t) = ri(t) + r˙i
(
t+
∆t
2
)
∆t. (A.29)
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A.5 Struktogramm der numerischen
DEM-Simulation
V
ar
ia
bl
en
t0 Anfangszeit
tEnd Endzeit
∆t Zeitschritt
t = t0 Zeitsteuerung
NK Anzahl der Kugeln
NP Anzahl der Panzerungen
− Datenbank mit den Stoßparameter einlesen
P
ha
se
de
r
M
od
el
lg
es
ta
lt
un
g
FOR k = 1 : NK
R Radius der Kugel
ρ Dichte der Kugel
E E-Modul
ν Poissonsche Zahl
f Gleitreibungskoeffizient
β Dämpfungswert
ri(t0) Ortsvektor
r˙i
(
t0 − ∆t2
)
Startwert der translatorischen Geschwindigkeit
ω
(
t0 − ∆t2
)
Startwert der Winkelgeschwindigkeit
FOR k = 1 : NP
− Form der Panzerung abbilden
f Gleitreibungskoeffizient
ωM Winkelgeschwindigkeit des Mühlenzylinders
B
er
ec
hn
un
gs
ph
as
e
WHILE t < tEnd
Kontaktdetektion + Berechnung der Reaktionskräfte und Momente
Falls neu entstandene Kontakte vorhanden, ∆v berechnen und β einstellen
FOR k = 1 : NK
Fi Zusammenstellung der Kraftkomponenten
M Zusammenstellung der Momente
r˙i
(
t+ ∆t2
)
Komponenten des Geschwindigkeitsvektors
ω
(
t+ ∆t2
)
Winkelgeschwindigkeit
ri (t+∆t) Neue Lage (Position) der Kugel
FOR k = 1 : NP
Drehung der Panzerungen
t = t+∆t
Ausgabe: Matrix mit Stoßinformationen
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A.6 Analytisch-numerische Lösung der nichtlinearen
Bewegungsgleichung
In Abb. A.2 ist das Modell vorgestellt, welches analytisch bzw. numerisch zu lösen
ist. Im kartesischen Koordinatensystem lässt sich die Überlappung ξ aus der Summe
der einzelnen Verschiebungen berechnen:
ξ(IJ) = R(I) +R(J) − [r(J) − r(I)] , (A.30)
ξ¨(IJ) = r¨(I) − r¨(J). (A.31)
 
F
(IJ)
K F
(IJ)
K
r˙(I) r˙(J)
R
(I
) R
(J
)
Abb. A.2: Geometrisches Modell für die Aufstellung der Bewegungsgleichung.
Die Berührung zweier Kugeln I und J ruft eine rückstoßende Kraft F (IJ)K hervor, welche
in die Bewegungsgleichungen der einzelnen Kugeln eingesetzt wird:
m(I)r¨(I) + F
(IJ)
K = 0, (A.32)
−m(J)r¨(J) + F (IJ)K = 0. (A.33)
Nach dem Einsetzten der Bewegungsgleichungen in (A.31) erhält man die Bewegungs-
gleichung der relativen Bewegung:
ξ¨(IJ) = −
(
1
m(I)
+
1
m(J)
)
F
(IJ)
K . (A.34)
Für die Kraft F (IJ)K wird das Hertzsche Kraftmodell [109] eingesetzt und man erhält
die komplette Bewegungsgleichung:
ξ¨(IJ) = − 4
3m˜
√
2R˜
1−ν(I)
G(I)
+ 1−ν
(J)
G(J)
ξ
3
2 (A.35)
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mit:
m˜ =
m(I)m(J)
m(I) +m(J)
, (A.36)
R˜ = 2
R(I)R(J)
R(I) +R(J)
. (A.37)
Durch einmalige Integration mit der relativen Aufprallgeschwindigkeit∆v(IJ) als untere
Grenze ((A.38)) ergibt sich schließlich die zeitliche Änderung der Überlappung ξ˙(IJ)
nach (A.39).
∫ ξ˙
∆v
ξ˙(IJ)dξ˙ = − 4
3m˜
√
2R˜
1−ν(I)
G(I)
+ 1−ν
(J)
G(J)
∫ ξ
0
(
ξ(IJ)
) 3
2 dξ (A.38)
ξ˙(IJ) =
{
∆v2 − 16
15m˜
√
2R˜
1−ν(I)
G(I)
+ 1−ν
(J)
G(J)
(
ξ(IJ)
) 5
2
} 1
2
(A.39)
Aus der Bedingung ξ˙(IJ) = 0 (Ende der Belastungsphase) lässt sich die maximale
Überlappung ξ(IJ)max und somit auch die maximale Kraft F (IJ)max bzw. mit der Kenntnis über
die maximale Kraft die anfängliche relative Geschwindigkeit∆v(IJ) wie folgt berechnen:
ξ(IJ)max =
[
15
16
m˜
1−ν(I)
G(I)
+ 1−ν
(J)
G(J)√
2R˜
(
∆v(IJ)
)2] 25
, (A.40)
F (IJ)max =
125
18
m˜3R˜[
1−ν(I)
G(I)
+ 1−ν
(J)
G(J)
]2 (∆v(IJ))6

1
5
, (A.41)
∆v(IJ) =
 18
125
[
1−ν(I)
G(I)
+ 1−ν
(J)
G(J)
]2
m˜3R˜
(
F (IJ)max
)5
1
6
. (A.42)
Um die Stoßzeit zu erhalten, wird zunächst eine Substitution x und ihre erste Ableitung
eingeführt:
x =
ξ(IJ)
ξ
(IJ)
max
, (A.43)
dx
dt
=
1
ξ
(IJ)
max
dξ
dt
. (A.44)
Setzt man in die Ableitung (A.44) die Beziehung (A.39), erhält man nach Umformung:
ξ(IJ)max
dx
dt
= ∆v(IJ)
√
1− x 52 .
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Unter Berücksichtigung der neuen Integralgrenzen (x(0) = 0 und x(ξ(IJ)max) = 1) und der
Tatsache, dass es sich bis zum Ende der Belastungsphase um die Hälfte des Integrals
handelt, gilt: ∫ t
0
dt = 2
ξ
(IJ)
max
∆v(IJ)
∫ 1
0
dx√
1− x 52
. (A.45)
Durch numerische Lösung (z.B. mit der Gauß-Legendre-Integration) ergibt sich für das
Integral der rechten Seite ein Wert von 1, 47. Damit erhält man schließlich mit (A.40)
eine Beziehung für die Stoßzeit t:
t = 2, 94
[
15
16
m˜
1−ν(I)
G(I)
+ 1−ν
(J)
G(J)√
2R˜
] 2
5 (
∆v(IJ)
)− 1
5 . (A.46)
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A.7 Charakteristische Abhängigkeiten eines
elementaren Stoßes
Reaktionskräfte beim elementaren Stoß gemäß Abb. A.1
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Abb. A.3: Normalenkraft in Abhängigkeit von: (a) Kontaktdauer und (b) Überlappung (rot
markierte Fläche entspricht der während des Stoßes dissipierten Energie). (numerische Lösung
erfolgte unter Berücksichtigung von drei Kraftberechnungen: 1.) elastischer + dissipativer
Anteil mit der Bedingung ausschließlich positiver Kräfte, 2.) elastischer + dissipativer Anteil
ohne weitere Bedingungen, 3.) nur elastischer Anteil.)
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Abb. A.4: Restitutionskoeffizienten (n) in Abhängigkeit vom geschwindigkeitsunabhängigen
Dämpfungsparameter β, für zwei Aufprallgeschwindigkeiten ∆v.
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Restitutionskoeffizient in Tangentialrichtung
Restitutionskoeffizient in Tangentialrichtung aus der numerischen Lösung der Bewe-
gungsgleichungen (4.26) mit geschwindigkeitsabhängigem Dämpfungsparameter (6.2)
für einen elementaren Stoß gemäß Abb. A.1 (mit zusätzlicher Winkelgeschwindigkeit
der Kugeln).
(a) (b)
Abb. A.5: Restitutionskoeffizient (t) in Abhängigkeit von den Aufprallgeschwindigkeiten ∆v
und ∆g für f = 0, 25 beim: (a) Kugel-Kugel-Stoß und (b) Kugel-Platte-Stoß.
B Anlagen zu experimentellen
Untersuchungen
B.1 Quasilineare Regression
Wenn die experimentell bestimmten Wertepaare X, Y einer Potenzfunktion y = AxB
folgen, lässt sich diese Funktion durch das Logarithmieren auf eine Gerade im logarith-
mischen Maßstab transformieren:
ln(y) = ln(A) +Bln(x) bzw., (B.1)
y˜ = A˜+Bx˜. (B.2)
Die Parameter A˜ und B werden durch eine quasilineare Regression bestimmt [9]. Die
Quadratsumme der Residuen:
SSRes. =
N∑
i=1
(ln(Yi)−Bln(Xi)− A˜)2, (B.3)
erhält ihr Minimum, wenn gilt:
d(SSRes.)/dB = 0, (B.4)
d(SSRes.)/dA˜ = 0. (B.5)
Somit erhält man ein zu lösendes Gleichungssystem: ∑Ni=1 ln(Xi)ln(Yi)∑N
i=1 Yi
 =
 ∑Ni=1 ln(Xi)2 ∑Ni=1 ln(Xi)∑N
i=1 ln(Xi) N
 B
A˜
 , (B.6)
nach dessen Auflösung die Parameter A˜, B bekannt werden. Den Parameter A der ur-
sprünglichen Potenzfunktion erhält man mit der Beziehung A = exp(A˜).
Mit Hilfe der statistischen Methoden ist es möglich, eine untere und eine obere Vorher-
sagegrenze y˜u bzw. y˜o der Zielgröße y˜ zu erhalten. Die Übertragung der Beziehungen
der linearen Regression nach [103] zu den Beziehungen in der Ebene y˜ − x˜ führt zu
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folgenden Beziehungen:
y˜u = y˜ −
√
s2rq(N−1,1−α2 )
√
1 +
1
N
+
[x˜− ¯˜x]2
(N − 1)s2x
, (B.7)
y˜o = y˜ +
√
s2rq(N−1,1−α2 )
√
1 +
1
N
+
[x˜− ¯˜x]2
(N − 1)s2x
. (B.8)
Mit dem Quantil der t-Verteilung q, der Irrtumswahrscheinlichkeit α, der Reststreuung
s2r (5.10) und der Varianz s2x (5.8) (mit logarithmierten Einfluss- und Zielgrößen).
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B.2 Tabellen zum Abschnitt: Bestimmung der
Bruchwahrscheinlichkeit
Tab. B.1: Güte des Anderson-Darling-Tests rAD und der über alle Kornklassen gemittelte
Korrelationskoeffizient rxy des Quantil-Quantil-Diagramms von 4 untersuchten Verteilungs-
funktionen (Definitionen im Abschnitt 5.1.2). Die Anzahl der untersuchten Kornklassen: 10
Zementklinker A und 11 Zementklinker B. Erläuterung zu rAD: z.B. rAD = 9 in der ersten
Spalte und der zweiten Zeile bedeutet, dass 9 von 10 Kornklassen durch die Log-Normal-
Verteilung beschrieben werden können.
Verteilung Bruchkraft Zerkleinerungsenergie
Zementklinker A Zementklinker B Zementklinker A Zementklinker B
rAD rxy rAD rxy rAD rxy rAD rxy
Normal 2 0,9628 7 0,9817 1 0,9203 0 0,9332
Log-Normal 9 0,9874 9 0,9854 8 0,9853 10 0,9848
Weibull 3 0,9795 10 0,9890 3 0,9730 7 0,9810
Exponential 0 0,9765 0 0,9626 0 0,9838 1 0,9866
Tab. B.2: Die Anpassungskoeffizienten der Beziehungen (5.15) und (5.16) mit den Quadrat-
summen der Residuen SSRes. (5.11).
Zementklinker A Zementklinker B
µF µA σ
2
F σ
2
A µF µA σ
2
F σ
2
A
κ1 6,761 4,844 0,002 0,009 7,070 5,671 -0,0002 0,006
κ2 0,010 0,008 0,192 0,338 0,008 0,006 0,200 0,424
κ3 -0,250 -0,196 - - -0,250 -0,198 - -
SSRes. 0,028 0,121 0,015 0,019 0,023 0,081 0,037 0,072
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Abb. B.1: Die Erwartungswerte und die Standardabweichungen (5.14) für: (a) die Bruch-
kräfte E(X)F ,
√
V (X)F und (b) die Zerkleinerungsenergien E(X)A,
√
V (X)A, als Funktionen
des Partikeldurchmessers x. Die Erwartungswerte (5.13) gruppieren sich in einer doppelloga-
rithmischen Darstellung um gemeinsame Geraden, welche in linearer Darstellung den Potenz-
funktionen E(X)F,A = κ1xκ2 (Anpassungskoeffizienten in Tab. B.3) entsprechen.
Tab. B.3: Die Anpassungskoeffizienten κ1, κ2 der Potenzfunktion (siehe Abb. B.1), mit den
Bestimmtheitsmaßen bxy (5.9) der quasilinearen Regressionsgeraden.
Zementklinker A Zementklinker B
E(X)F E(X)A E(X)F E(X)A
κ1 64,383 1,869 96,992 3,166
κ2 1,148 1,743 1,045 1,781
bxy 0,968 0,979 0,969 0,980
Tab. B.4: Die mit der quasilinearen Regression ermittelten Anpassungskoeffizienten κ1, κ2
der Potenzfunktion (5.17) mit den Bestimmtheitsmaßen bxy (5.9) der quasilinearen Regressi-
onsgeraden.
Zementklinker A Zementklinker B
κ1 0,00917 0,00845
κ2 1,40913 1,42684
bxy 0,733 0,748
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B.3 Struktogramm der Videoauswertung
In Klammern werden Standardbefehle der Matlab-Bibliothek ’Image Processing’ ein-
geführt.
Eingabe von Versuchsdaten
VV Versuchsvideo.avi
VH Hintergrundvideo.avi
d Kugeldurchmesser
Informationen übers Versuchsvideo
N Anzahl der Bilder in[-]
f Abtastfrequenz in [Hz]
H Bildhöhe in [Pix]
B Bildbreite in [Pix]
FOR i = 1 : N + 1
i = 1
NEIN JA
Videobild = VV (i− 1) (aviread) Videobild = VH(i)
Videobild zu Bildmatrix umwandeln (frame2im)
RGB Bildmatrix zu Schwarz-Weiß-Bildmatrix umwandeln (rgb2gray)
Schwarz-Weiß-Bildmatrix auf gleiche Höhe und Breite vergrößern (resize)
i = 1
NEIN JA
Matrix = Hint von Bildmatrix substrahieren Hint = Bildmatrix
Gaußscher Tiefpassfilter anwenden (fspecial, imfilter)
Matrix zur logischen Matrix umwandeln (im2bw)
Logische Null zu Eins und Eins zu Null umtauschen
Geschlossene Konturen finden (bwboundaries)
Schwerpunkte der geschlossenen Konturen (regionprops)
FOR j = 1 : Anzahl der gefundenen Konturen
Durchmesser der Kontur> 50
JA NEIN
D(i− 1) = Aktueller Durchmesser speichern
T (i− 1) = Aktueller Zeitschritt speichern
Y (i− 1) = y-Schwerpunktkoordinate speichern
Pixels- Y = Y (T ) auf Geschwindigkeitsänderungen umrechnen und visualisieren
Finde die Geschwindigkeit vor und nach dem Stoß und berechne (n)
Ausgabe (n)
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B.4 Tabellen zum Abschnitt: Ermittlung des
Restitutionskoeffizienten ohne Zwischenschicht
Tab. B.5: Anpassungskoeffizienten κ1, κ2, κ3 und Quadratsummen der Residuen SSRes.
(5.11) der Beziehung von Spahn (5.24) und im Vergleich die Quadratsummen der Residuen
SSRes. der Beziehung von Salo (5.25), für Kugel-Platte-Stoßpaare ohne Berücksichtigung der
Materialschicht.
Kontaktpaar
K40 − P K65 − P K90 − P
κ1 0,98258 0,91376 0,74413
κ2 0,9 0,5749 0,22942
κ2 0,16678 0,16292 0,20075
Spahn SSRes. 0,0003 0,0005 0,0031
Salo SSRes. 0,0064 0,0119 0,0251
Tab. B.6: Anpassungskoeffizienten κ1, κ2, κ3 und Quadratsummen der Residuen SSRes.
der Beziehung von Spahn (5.24) und im Vergleich die Quadratsummen der Residuen SSRes.
(5.11) der Beziehung von Salo (5.25), für Kugel-Kugel-Stoßpaare ohne Berücksichtigung der
Materialschicht.
Kontaktpaar
K40 −K40 K65 −K65 K90 −K90 K65 −K90 K90 −K65
κ1 0,98749 0,95453 0,97669 0,93125 0,98014
κ1 0,9 0,70235 0,9 0,64813 0,9
κ1 0,11946 0,13171 0,22385 0,16425 0,19035
Spahn SSRes. 0,0011 0,0002 0,0006 - -
Salo SSRes. 0,0003 0,0029 0,0042 - -
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B.5 Tabellen zum Abschnitt: Ermittlung des
Restitutionskoeffizienten mit Zwischenschicht
Tab. B.7: Anpassungskoeffizienten κ˜1, κ˜2, κ˜3, Grenzaufprallgeschwindigkeiten∆vG und Qua-
dratsummen der Residuen SSRes. (5.11) der Beziehung (5.26).
Kontaktpaar
Schichthöhe h = 1 mm h = 0, 5 mm h = 1, 5 mm h = 2, 0 mm
K40 − PZ K65 − PZ K90 − PZ K65 − PZ K65 − PZ K65 − PZ
κ˜1 5,88013 0,57419 0,76193 0,37859 0,77913 0,84610
κ˜2 1,99999 0,07512 0,50056 2, 52 · 10−6 0,19148 0,06454
κ˜3 1,90000 1,03673 1,97750 1 0,87215 0,72247
∆vG 0,66 0,58 0,47 0,41 0,68 0,92
SSRes. 0,00546 0,00031 0,00110 0,00716 0,00420 0,00280
C Anlagen zur Definition der
Stoßparameter
C.1 Struktogramm zur Bestimmung des
Dämpfungsparameters
Definition von Variablen
∆v0 relative Aufprallgeschwindigkeit (vor dem Stoß)
∆v´ = ∆v0 relative Aufprallgeschwindigkeit (nach dem Stoß)
(n) gewünschte Stoßzahl
β Anfangswert für Dämpfungsparameter
κ = 0.001 Toleranz
WHILE
∣∣∣ ∆v´∆v0 − n∣∣∣ > κ
geometrisches Model (x, y, r)
physikalisches Model (E, ν, β, f = 0)
Anfangsbedingungen (vx, vy)
Kraftberechnung
Bewegungsgleichungen
WHILE Reaktionskraft ≥ 0
∆v´ aktualisieren
β mit Bisektionsalgorithmus ändern
Ausgabe von β = β(∆v)
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Tab. C.1: Anpassungskoeffizienten κ1|κ2|κ3 der Beziehung (5.24).
Kugeldurchmesser [mm] Panzerung
60 70 80 90 P
60 0,959|0,723|0,123 0,932|0,651|0,163 0,932|0,651|0,163 0,932|0,651|0,163 0,932|0,651|0,163
70 0,932|0,651|0,163 0,950|0,697|0,139 0,889|0,491|0,164 0,889|0,491|0,164 0,889|0,491|0,164
80 0,932|0,651|0,163 0,889|0,491|0,164 0,955|0,764|0,172 0,822|0,326|0,175 0,822|0,326|0,175
90 0,932|0,651|0,163 0,889|0,491|0,164 0,822|0,326|0,175 0,977|0,900|0,224 0,744|0,229|0,201
Tab. C.2: Anpassungskoeffizienten κ˜1|κ˜2|κ˜3 und Grenzgeschwindigkeiten ∆vG der Beziehung
(5.26).
Kugeldurchmesser [mm] Panzerung
60 70 80 90 P
60 0,564|0,000|0,969 0,564|0,000|0,969 0,564|0,000|0,969 0,564|0,000|0,969 0,564|0,000|0,969
∆vG 0,599 0,621 0,621 0,621 0,621
70 0,564|0,000|0,969 0,593|0,162|1,119 0,593|0,162|1,119 0,593|0,162|1,119 0,593|0,162|1,119
∆vG 0,621 0,510 0,537 0,537 0,537
80 0,564|0,000|0,969 0,593|0,162|1,119 0,485|0,113|1,242 0,485|0,113|1,242 0,485|0,113|1,242
∆vG 0,621 0,537 0,485 0,527 0,527
90 0,564|0,000|0,969 0,593|0,162|1,119 0,485|0,113|1,242 0,559|0,309|1,809 0,559|0,309|1,809
∆vG 0,621 0,537 0,527 0,453 0,517
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Tab. C.3: Anpassungskoeffizienten κ1|κ2 der Beziehung (6.2).
Kugeldurchmesser [mm] Panzerung
60 70 80 90 P
60 0,025216|0,47136 0,033974|0,46633 0,031977|0,46598 0,029352|0,46669 0,069691|0,4671
70 0,033974|0,46633 0,028447|0,47274 0,040628|0,43996 0,038777|0,43858 0,082873|0,44001
80 0,031977|0,46598 0,040628|0,43996 0,033323|0,4866 0,054716|0,40272 0,11116|0,40179
90 0,029352|0,46669 0,038777|0,43858 0,054716|0,40272 0,039324|0,51112 0,15395|0,37731
Tab. C.4: Anpassungskoeffizienten κ˜1|κ˜2|κ˜3|κ˜4|κ˜5 der Beziehung (6.3) (für Grenzgeschwin-
digkeiten siehe Tab. C.2).
Kugeldurchmesser [mm] Panzerung
60 70 80 90 P
60 0,038|0,019|0,006 0,054|0,019|0,000 0,0525|0,018|0,000 0,051|0,018|0,000 0,021|0,002|0,001
0,467|-0,267 0,557|-0,324 0,580|-0,337 0,617|-0,358 0,094|-0,058
70 0,054|0,019|0,000 0,035|0,019|0,000 0,044|0,017|0,000 0,043|0,0167|0,000 0,061|0,000|0,000
0,557|-0,324 0,451|-0,217 0,439|-0,219 0,456|-0,227 0,266|-0,141
80 0,0525|0,018|0,000 0,044|0,017|0,000 0,039|0,017|0,000 0,054|0,004|0,000 0,025|-0,002|0,000
0,580|-0,337 0,439|-0,219 0,528|-0,240 0,464|-0,234 0,099|-0,052
90 0,051|0,018|0,000 0,043|0,0167|0,000 0,054|0,004|0,000 0,021|0,022|-0,043 0,025|-0,001|-0,005
0,617|-0,358 0,456|-0,227 0,464|-0,234 0,506|-0,205 0,109|-0,055
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C.3 Validierung der Stoßparameter
Visueller Vergleich einer Hochgeschwindigkeitsaufnahme links und der DEM Simulation
rechts eines Pendelversuches in zeitlicher Reihenfolge (t1 > t2 > t3 > t4 > t5 > t2).
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D Auswertung in den Mühlensektoren
Die Quartildarstellung in Mühlensektoren fordert folgende Bearbeitungsschritte:
1. Die in der Datenmatrix erhaltenen Informationen über einzelne Stöße zu den
entsprechenden Mühlensektoren zuordnen.
x1 y1 F1
xN yN FN
St
öß
e
Stoßinformationen
2. In jedem Mühlensektor die Summenverteilung des Auftretens einer Zielgröße dar-
stellen und für jeden Quartil den Betrag der Zielgröße (I, II und III) ermitteln.
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3. Die für einen Quartil ermittelten Werte farblich im Mühlenquerschnitt darstellen.
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